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Ïëåùèíñêèé Í.Á.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ: êîíñïåêò ëåêöèé
Èçäàíèå âòîðîå, èñïðàâëåííîå è äîïîëíåííîå

Ýòîò òåêñò � íå ó÷åáíîå ïîñîáèå. Ýòî âñåãî ëèøü êîíñïåêò ëåêöèé, íàïèñàííûé ñàìèì ëåêòîðîì.
Êîå-÷òî íàïèñàíî íåìíîãî íå òàê, êàê ýòî áûëî èëè áóäåò íà ëåêöèÿõ. Êàê è â ïåðâîé âåðñèè
(2009), äëèííûå äîêàçàòåëüñòâà ñîêðàùåíû, à íåêîòîðûå ïðîñòûå è êîðîòêèå � âîîáùå îòñóòñòâóþò.
Ðåøåíèÿ ïðèìåðîâ íå ïðèâîäÿòñÿ.

Áëàãîäàðþ âñåõ, êòî óêàçàë íà íåòî÷íîñòè è îïå÷àòêè â ïåðâîì èçäàíèè. PNB
Ëèòåðàòóðà (ëþáîå èçäàíèå):
1. Òèõîíîâ À.Í., Âàñèëüåâà À.Á., Ñâåøíèêîâ À.Ã. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.
2. Êàðòàøåâ À.Ï., Ðîæäåñòâåíñêèé Á.Ë. Îáûêíîâåííûå ÄÓ è îñíîâû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.
3. Ýëüñãîëüö Ë.Ý. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå.

1. Ââåäåíèå â òåîðèþ ÄÓ
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (ÄÓ) � îñíîâà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ôèçè÷åñêèõ è äðóãèõ

ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ. Îñíîâíàÿ öåëü òåîðèè ÄÓ � ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ïîèñêà ðåøåíèé äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé è èññëåäîâàíèå èõ ñâîéñòâ.

1.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è òåðìèíîëîãèÿ
Óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì, åñëè â íåì ñîäåðæàòñÿ ïðîèçâîäíûå èñêîìûõ ôóíê-

öèé èëè äèôôåðåíöèàëû âåëè÷èí, çàâèñèìîñòè ìåæäó êîòîðûìè íóæíî íàéòè.
Îáûêíîâåííîå ÄÓ ïîðÿäêà m èìååò âèä

F (x, y, y′, . . . , y(m)) = 0 (1),
çäåñü x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, y = y(x) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ. Ïî òðàäèöèè àðãóìåíòû ó èñêîìîé
ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ íå ïèøóòñÿ.

Óðàâíåíèå 1-ãî ïîðÿäêà â äèôôåðåíöèàëàõ : F (x, y, dx, dy) = 0. Â ÄÓ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
èñêîìàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò îò äâóõ è áîëåå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.

Ðåøåíèåì ÄÓ (1) íàçûâàþò òàêóþ ôóíêöèþ y(x), êîòîðàÿ ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèå îáðà-
ùàåò åãî â òîæäåñòâî. Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç,
à îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ è åãî ðåøåíèÿ ñîãëàñîâàíû.

Ïî óìîë÷àíèþ âñå ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè ïðèíèìàþò âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ, íî êîìïëåêñ-
íîçíà÷íûå ðåøåíèÿ ÄÓ òàêæå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ.

Ëþáîå êîíêðåòíîå ðåøåíèå ÄÓ íàçûâàþò åãî ÷àñòíûì ðåøåíèåì. Îáùèì ðåøåíèåì íàçûâà-
åòñÿ ôîðìóëà, ñîäåðæàùàÿ îäíó èëè íåñêîëüêî ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, ïî êîòîðîé ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû ÷àñòíûå ðåøåíèÿ. Ó ÄÓ ìîãóò áûòü òàêæå îñîáûå ðåøåíèÿ, êîòîðûå, êàê ïðàâèëî, íå
âûâîäÿòñÿ èç îáùåãî ðåøåíèÿ. Òî÷íîå îïðåäåëåíèå áóäåò äàíî ïîçæå.

Ñàìûé ïðîñòîé ïðèìåð ÄÓ : y′ = f(x). Âñå åãî ðåøåíèÿ äàåò ôîðìóëà (îáùåå ðåøåíèå) y =∫
f(x) dx + C, ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Åñëè ðåøåíèå ÄÓ âûðàæåíî ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, òî ãîâîðÿò, ÷òî îíî íàéäåíî â ÿâíîì

âèäå. Åñëè ðåøåíèå çàïèñàíî ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè è èíòåãðàëû îò íèõ, òî îíî íàéäåíî â
êâàäðàòóðàõ. Ðåøåíèå (ïðèáëèæåííîå) ÄÓ ìîæåò áûòü òàêæå íàéäåíî â âèäå òàáëèöû èëè ãðàôèêà.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ òîëüêî äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò. Åñòü óðàâíåíèÿ, ðåøå-
íèÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò, íå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû â êâàäðàòóðàõ. Íàïðèìåð, y′ = x2 + y2.

Ñëîâà "â ÿâíîì âèäå" íå ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ðåøåíèå íàéäåíî êàê ÿâíàÿ ôóíêöèÿ. Îíî ìîæåò
áûòü çàïèñàíî òàêæå â íåÿâíîé èëè â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå.

×òîáû âûäåëèòü êîíêðåòíîå ðåøåíèå èç ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé ÄÓ, íóæíî çàäàòü äîïîëíè-
òåëüíûå óñëîâèÿ. Äëÿ ÄÓ 1-ãî ïîðÿäêà îáû÷íî çàäàþò óñëîâèå Êîøè : y(x0) = y0. Ãåîìåòðè÷åñêèé
ñìûñë ýòîãî óñëîâèÿ � ãðàôèê ðåøåíèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó.

Ãðàôèêè ðåøåíèé ÄÓ íàçûâàþò èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè.
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Åñëè ÄÓ èìååò âèä y′ = f(x, y), òî â êàæäîé òî÷êå ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè (x, y) èçâåñòíî
íàïðàâëåíèå èíòåãðàëüíîé êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó. Íà ýòîì îñíîâàí ìåòîä èçîêëèí
� ãðàôè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ ÄÓ.

Èçîêëèíà � ýòî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, â êîòîðûõ èíòåãðàëüíûå êðèâûå ÄÓ èìåþò îäíî
è òî æå íàïðàâëåíèå. Óðàâíåíèå èçîêëèíû f(x, y) = tg α, ãäå α � óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê
èíòåãðàëüíîé êðèâîé îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ. Èäåÿ ñëåäóþùàÿ: âûáðàòü íåñêîëüêî çíà÷åíèé α,
ïîñòðîèòü íà ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóþùèå èì èçîêëèíû è, íà÷èíàÿ èç íåêîòîðîé òî÷êè, ïðîâåñòè
èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ òàê, ÷òîáû îíà ïåðåñåêàëà èçîêëèíû ïîä íóæíûì óãëîì.

Ïðèìåð: y′ =
y − x

y + x
.

1.2. Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèåñÿ ê ÄÓ
1. Çàäà÷à î ðàäèîàêòèâíîì âåùåñòâå. Ñêîðîñòü ðàñïàäà ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà ïðîïîð-

öèîíàëüíà åãî ìàññå. Íàéòè çàâèñèìîñòü ìàññû âåùåñòâà îò âðåìåíè.
Óðàâíåíèå m′(t) = −k m(t), k > 0. Åãî ðåøåíèå m(t) = c e−kt èëè m(t) = m(0) e−kt.
2. Çàäà÷à î ïóëå. Ïóëÿ óäàðÿåò â äîñêó òîëùèíîé 0.1 ìåòðà ñî ñêîðîñòüþ 200 ì/ñ è âûëåòàåò

ñ äðóãîé ñòîðîíû ñî ñêîðîñòüþ 80 ì/ñ. Íàéòè âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî ïóëÿ íàõîäèëàñü âíóòðè
äîñêè. Óêàçàíèå: ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ñêîðîñòè.

Óðàâíåíèå ms′′ = −k (s′)2, çäåñü s(t) � ïðîéäåííûé ïóòü çà âðåìÿ t.
3. Çàäà÷à î êðèâîé. Íàéòè êðèâóþ íà ïëîñêîñòè ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: òðåóãîëüíèê, îá-

ðàçîâàííûé êàñàòåëüíîé ê êðèâîé è îñÿìè êîîðäèíàò, èìååò ïîñòîÿííóþ ïëîùàäü.
Åñëè ïîñòðîèòü òàêîé òðåóãîëüíèê è âûðàçèòü åãî ïëîùàäü ÷åðåç âåëè÷èíû x, y è y′ (òàíãåíñ

óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé), òî ïîëó÷èòñÿ ÄÓ : (y − xy′)
(
x− y

y′

)
= 2S.

4. Çàäà÷à î çåðêàëå. Íàéòè ôîðìó çåðêàëà, êîòîðîå îòðàæàåò ïàðàëëåëüíî çàäàííîìó íàïðàâ-
ëåíèþ ñâåòîâûå ëó÷è, èñõîäÿùèå èç òî÷êè.

Ïóñòü (äëÿ ïðîñòîòû) çåðêàëî ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñå÷åíèå èñêîìîé
ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü ñèììåòðèè. Òîãäà y′ =

y

x +
√

x2 + y2
.

5. Çàäà÷à î ðàñòâîðå. Â áàêå èìååòñÿ M ëèòðîâ ðàñòâîðà ñîëè. Êàæäóþ ñåêóíäó èç áàêà âûòå-
êàåò m ëèòðîâ ðàñòâîðà, äîëèâàåòñÿ ñòîëüêî æå âîäû, è ñìåñü ïåðåìåøèâàåòñÿ. Íàéòè çàâèñèìîñòü
êîíöåíòðàöèè ðàñòâîðà îò âðåìåíè.

Ïóñòü x(t) � ìàññà ñîëè â áàêå â ìîìåíò âðåìåíè t. Êàê èçìåíèòñÿ ýòà âåëè÷èíà çà ìàëûé
ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t? Î÷åâèäíî, ÷òî x(t + ∆t) = x(t) −m

x(t)
M

∆t. Ïîäåëèì íà ∆t, ïåðåéäåì ê

ïðåäåëó ïðè ∆t → 0 è ïîëó÷èì x′(t) = −m

M
x(t). Ðåøåíèå ýòîãî ÄÓ : x(t) = x(0) e

−m

M
t
.

1.3. Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
Ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ ÄÓ ìîæåò áûòü çàïèñàíà, íàïðèìåð, òàê :

Fj(x, y1, y
′
1, . . . , y

(m1)
1 , y2, y

′
2, . . . , y

(m2)
2 , . . . , yn, y′n, . . . , y

(mn)
n ) = 0, j = 1 . . s (2).

Äëÿ ñèñòåì ÄÓ ãðàôèêè ðåøåíèé îáû÷íî ñòðîÿòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ y1, . . . , yn. Ýòî
ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì, à èíòåãðàëüíûå êðèâûå â íåì � òðàåêòîðèÿìè.

Ïðèìåð: y′1 = y2, y′2 = −y1. Çäåñü èçîêëèíû â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå � ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå
÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Òðàåêòîðèè äîëæíû ïåðåñåêàòü èõ ïîä ïðÿìûì óãëîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè
òðàåêòîðèè � îêðóæíîñòè y1 = c sin x, y2 = c cos x èëè y1 = c cosx, y2 = −c sin x.

Òåîðåìà. Ëþáàÿ ñèñòåìà ÄÓ ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ÄÓ (2). Ââåäåì íîâûå èñêîìûå ôóíêöèè:

z1 = y1, z2 = y′1, . . . , zm1 = y
(m1−1)
1 , . . . , zm1+1 = y2, . . . , zm1+...+mn = y

(mn−1)
n . Ïîëó÷èì íîâóþ

ñèñòåìó óðàâíåíèé Fj(x, z1, z2, . . . , zm1 , z
′
m1

, zm1+1, . . . , z
′
m1+...+mn

) = 0, j = 1 . . s è åùå z′1 = z2, z′2 =
z3, . . . , z

′
m1−1 = zm1 , . . . , z′m1+...+mn−1+1 = zm1+...+mn−1+2, . . . , z

′
m1+...+mn−1 = zm1+...+mn . •

Ïðèìåð. y′′+ y = 0. Åñëè y1 = y, y2 = y′, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà y′1 = y2, y′2 = −y1.
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2. Óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà, ðàçðåøàåìûå â êâàäðàòóðàõ
ÄÓ 1-ãî ïîðÿäêà, ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé, çàïèñûâàþò èëè â íîðìàëüíîé ôîðìå

y′ = f(x, y) èëè â äèôôåðåíöèàëàõ P (x, y) dx + Q(x, y) dy = 0.
2.1. Óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ
Óðàâíåíèå P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0 íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, åñëè åãî

ëåâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåðåíöèàë íåêîòîðîé ôóíêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè dF (x, y) =
P (x, y) dx + Q(x, y) dy = 0, òî ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ F (x, y) = C.

Ïðèìåð 1. y dx + x dy = 0.
Òåîðåìà 1. Óðàâíåíèå P (x, y) dx + Q(x, y) dy = 0 ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèà-

ëàõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∂P

∂y
− ∂Q

∂x
= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà. Äîñòàòî÷íîñòü äîêàçûâàåòñÿ â êóðñå ìàò. àíàëèçà :-)
•

Ïðèìåð 2. y dx− x dy = 0. Ýòî óðàâíåíèå � íå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ.
2.2. Óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè
Óðàâíåíèå âèäà p1(x) p2(y) dx + q1(x) q2(y) dy = 0 íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ

ïåðåìåííûìè.
Òåîðåìà 2. Óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè ðàçðåøàåìî â êâàäðàòóðàõ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà p2(y)q1(x) (ñ÷èòàåì, ÷òî ýòî âûðàæåíèå �

íå íóëü). Íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ, äèôôåðåíöèàë êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ëåâîé ÷àñòüþ íîâîãî óðàâíåíèÿ.
Òîãäà ýòà ôóíêöèÿ � ïîñòîÿííàÿ. Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå

∫
p1(x)
q1(x)

dx +
∫

q2(y)
p2(y)

dy = C. •

Çàìå÷àíèå. Ñëåäóåò ïðîâåðèòü, íå ïîòåðÿíû ëè ðåøåíèÿ âèäà q1(x) = 0 è p2(y) = 0.
Óðàâíåíèå â íîðìàëüíîé ôîðìå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, åñëè

f(x, y) = f1(x) f2(y).
Ïðèìåð 3. xy dx + (x + 1) dy = 0.
Ïðèìåð 4. y′ = cos(x− y − 1). Çäåñü íóæíà çàìåíà èñêîìîé ôóíêöèè.
2.3. Èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü
Ôóíêöèÿ µ(x, y) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì äëÿ óðàâíåíèÿ P dx+Qdy = 0, åñëè

ïîñëå óìíîæåíèÿ íà íåå óðàâíåíèå ñòàíîâèòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ.
Áûë ëè íàéäåí èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè?
Òåîðåìà 3. Åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ ω(x, y), ÷òî

∂P

∂y
− ∂Q

∂x

Q
∂ω

∂x
− P

∂ω

∂y

= f [ω(x, y)], òî èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü µ = e
∫

f(ω) dω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëå óìíîæåíèÿ íà èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü ïîëó÷èì µP dx + µQdy = 0.
Ïî òåîðåìå 1 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî ∂(µP )

∂y
− ∂(µQ)

∂x
= 0. Ðàñêðîåì ñêîáêè è ïîëó÷èì

∂µ

∂y
P + µ

∂P

∂y
− ∂µ

∂x
Q − µ

∂Q

∂x
= 0. Åñëè µ = µ[ω(x, y)], òî µ′

∂ω

∂y
P + µ

∂P

∂y
− µ′

∂ω

∂x
Q − µ

∂Q

∂x
= 0.

Îòñþäà µ′

µ
=

∂P

∂y
− ∂Q

∂x

Q
∂ω

∂x
− P

∂ω

∂y

= f [ω(x, y)]. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü � ôóíêöèÿ îò µ, òî µ ëåãêî íàéòè. •

Ê ñîæàëåíèþ, îáùåãî ïðàâèëà äëÿ âûáîðà ôóíêöèè ω íåò. Äâà ñàìûõ ïðîñòûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ:
ω = x è ω = y.

Ïðèìåð 5. (x2 + y2 + y) dx− x dy = 0. Ìîæíî âçÿòü ω(x, y) = x2 + y2.
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2.4. Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ è ïðèâîäÿùèåñÿ ê íèì

Óðàâíåíèå âèäà y′ = f
(y

x

)
íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì. Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå:

óðàâíåíèå P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0 íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå α, ÷òî P (tx, ty) =
tαP (x, y), Q(tx, ty) = tαQ(x, y) ∀t, x, y.

Òåîðåìà 4. Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì íîâóþ èñêîìóþ ôóíêöèþ z =
y

x
. Åñëè óðàâíåíèå â íîðìàëüíîé ôîðìå,

òî y′ = z′x + z è òîãäà íîâîå óðàâíåíèå z′x + z = f(z). Åñëè óðàâíåíèå â äèôôåðåíöèàëàõ, òî
dy = zdx + xdz è, ñëåäîâàòåëüíî, [P (1, z) + Q(1, z)z] dx + Q(1, z)x dz = 0. •

Ïðèìåð 6. y′ =
y

x
− y2

x2
.

Ïðèìåð 7.
(
xy + y2e−

x
y

)
dx− x2 dy = 0.

Ñëåäñòâèå. Óðàâíåíèå âèäà y′ = f
(a1x + b1y + c1

a2x + b2y + c2

)
ðàçðåøàåìî â êâàäðàòóðàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè d =
∣∣∣∣

a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ = 0, òî íóæíî ââåñòè íîâóþ èñêîìóþ ôóíêöèþ z = a1x +

b1y. Åñëè æå d 6= 0, òî y è x çàìåíÿþòñÿ íà z = a1x + b1y + c1 è t = a2x + b2y + c2. •
Ïðèìåð 8. (x + y − 2) dx− (x− y + 4) dy = 0.
2.5. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà
Óðàâíåíèå âèäà y′ + p(x)y = q(x) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì 1-ãî ïîðÿäêà.
Òåîðåìà 5. Ëèíåéíîå óðàâíåíèå 1-ãî ïîðÿäêà ðàçðåøàåìî â êâàäðàòóðàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå y′+p(x)y = 0 èìååò ðåøåíèå y = C e−
∫

p(x) dx, ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå y = C(x) e−
∫

p(x) dx, ãäå C(x) � íîâàÿ èñêîìàÿ
ôóíêöèÿ. •

Ïðèìåð 9. y′ + 2y = x.
Ñëåäñòâèå. Óðàâíåíèå Áåðíóëëè y′+p(x)y = q(x)yα (α 6= 0, α 6= 1) ðàçðåøàåìî â êâàäðàòóðàõ.
3. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
Äîêàæåì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ÄÓ

y′ = f(x, y) (1),
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
y(x0) = y0 (2).

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà â ïðÿìîóãîëüíèêå Π = {(x, y) | |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b}.
Ôóíêöèÿ g(y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà ìíîæåñòâå Y , åñëè

∃L > 0 | |g(y1)− g(y2)| ≤ L |y1 − y2| ∀y1, y2 ∈ Y . ×èñëî L � ïîñòîÿííàÿ Ëèïøèöà.
Óñëîâèå Ëèïøèöà ñèëüíåå, ÷åì íåïðåðûâíîñòü, íî ñëàáåå, ÷åì äèôôåðåíöèðóåìîñòü.
Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà ïî x è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî y, òî

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè (x0 − h, x0 + h) òî÷êè x0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè.

Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà.
1. Ïåðåéäåì îò çàäà÷è Êîøè ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (ÈÓ).
2. Ïîñòðîèì ñïåöèàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé.
3. Äîêàæåì, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ.
4. Äîêàæåì, ÷òî åå ïðåäåë � ðåøåíèå ÈÓ.
5. Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó îá èíòåãðàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ.
6. Äîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå ìîæåò áûòü òîëüêî îäíî.
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3.1. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ
1. Ïåðåéäåì îò çàäà÷è Êîøè ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (ÈÓ).
Ïóñòü y(x) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1), (2), îïðåäåëåííîå â èíòåðâàëå (x0 − h, x0 + h). Òîãäà

âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî y′(x) = f(x, y(x)) ∀x ∈ (x0 − h, x0 + h). Èíòåãðèðóåì ýòî òîæäåñòâî îò x0

äî x:
y(x) = y0 +

x∫
x0

f(t, y(t)) dt, x ∈ (x0 − h, x0 + h) (3).

Ïîëó÷èëè, ÷òî y(x) óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (3).
Åñëè y(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3), òî y(x) ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè. •
2. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó.
Ïóñòü

ϕ0(x) = y0, ϕ1(x) = y0 +
x∫

x0

f(t, y0) dt, . . . , ϕn(x) = y0 +
x∫

x0

f(t, ϕn−1(t)) dt (4).

×òîáû ýòè ôîðìóëû èìåëè ñìûñë, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå |ϕn(x)− y0| ≤ b ∀x ∈ (x0 − h, x0 +
h), n = 0, 1, . . .

Âûáåðåì h òàê, ÷òîáû ýòî óñëîâèå âûïîëíÿëîñü. Ïðè n = 0 |ϕ0(x)− y0| = 0 ≤ b.
Îáîçíà÷èì M = max

(x,y)∈Π
|f(x, y)| (5).

Ïðè n = 1 |ϕ1(x)− y0| ≤
∣∣∣

x∫
x0

f(t, y0) dt
∣∣∣ ≤ M |x− x0| ≤ Mh.

Ïóñòü h = min
( b

M
, a

)
(6).

Òîãäà |ϕ1(x)− y0| ≤ b.
Ïðèìåíèì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |ϕn−1(x) − y0| ≤ b è îöåíèì

|ϕn(x)− y0| ≤
∣∣∣

x∫
x0

f(t, ϕn−1(t)) dt
∣∣∣ ≤ Mh ≤ b. •

3. Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕn(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ϕ0(x) +

+∞∑
n=1

[ϕn(x)− ϕn−1(x)] (7).
×àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà Sn(x) = ϕn(x). Ïîýòîìó ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕn(x).
Îöåíèì ÷ëåíû ðÿäà. Ïðè k = 1 |ϕ1(x) − ϕ0(x)| ≤ M |x − x0|. Ïðè k = 2 |ϕ2(x) − ϕ1(x)| ≤∣∣∣

x∫
x0

|f(t, ϕ1(t))− f(t, ϕ0(t))| dt
∣∣∣ ≤

∣∣∣
x∫

x0

L|ϕ1(t)− ϕ0(t)| dt
∣∣∣ ≤ ML |x−x0|2

2 .

Ïðèìåíèì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
|ϕn−1(x)− ϕn−2(x)| ≤ MLn−2 |x−x0|n−1

(n−1)! . Òîãäà

|ϕn(x)− ϕn−1(x)| ≤
∣∣∣

x∫
x0

|f(t, ϕn−1(t))− f(t, ϕn−2(t))| dt
∣∣∣ ≤ MLn−1 |x−x0|n

n! .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |ϕn(x)− ϕn−1(x)| ≤ MLn−1 hn

n! (8).

Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä (7) ìàæîðèðóåòñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì
+∞∑
n=1

MLn−1 hn

n! . ×èñëîâîé ðÿä ñõîäèòñÿ

ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà : an+1

an
=

Lh

n + 1
→ 0 < 1 ïðè n → +∞. Ïîýòîìó ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. •
4. Äîêàæåì, ÷òî ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ϕn(x) � ðåøåíèå ÈÓ.
Îáîçíà÷èì ϕ(x) = lim

n→+∞
ϕn(x). Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè n → +∞ â ðàâåíñòâå ϕn(x) = y0 +

x∫
x0

f(t, ϕn−1(t)) dt. Òàê êàê ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕn(x) ðàâíîìåð-

íî ñõîäèòñÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(x, ϕn(x)) òîæå ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ. Òîãäà ϕ(x) = y0 +

lim
n→+∞

x∫
x0

f(t, ϕn−1(t)) dt = y0 +
x∫

x0

lim
n→+∞

f(t, ϕn−1(t)) dt = y0 +
x∫

x0

f(t, lim
n→+∞

ϕn−1(t)) dt = y0 +

x∫
x0

f(t, ϕ(t)) dt. Òàêèì îáðàçîì, ϕ(x) � ðåøåíèå ÈÓ (3) è ϕ(x) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè. •
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3.2. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ
5. Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó îá èíòåãðàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ.
Ëåììà (Ãðîíóîëà-Áåëëìàíà). Ïóñòü ôóíêöèÿ y(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], A > 0, B > 0.

Åñëè |y(x)| ≤ A + B
∣∣∣

x∫
x0

|y(t)| dt
∣∣∣ ∀x, x0 ∈ [a, b], (I)

òî |y(x)| ≤ AeB|x−x0| ∀x, x0 ∈ [a, b]. (II)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì N = max
x∈[a,b]

|y(x)|. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè x > x0. Òîãäà èç íåðà-

âåíñòâà (I) ñëåäóåò |y(x)| ≤ A + B
x∫

x0

|y(t)| dt ≤ A + B
x∫

x0

N dt = A + BN(x− x0).

Ïîäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà â íåðàâåíñòâî (I) : |y(x)| ≤ A + B
x∫

x0

[A + BN(t −

x0)] dt = A + BA(x − x0) + B2N (x−x0)
2

2 . Ïîäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà â íåðàâåíñòâî
(I). . . è òàê äàëåå. Íà øàãå ñ íîìåðîì n ïîëó÷èì |y(x)| ≤ A + BA(x − x0) + . . . + BnA (x−x0)

n

n! +

Bn+1N (x−x0)
n+1

(n+1)! . Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè n → +∞. Ïîëó÷èì |y(x)| ≤ AeB(x−x0).
Åñëè x < x0, òî |y(x)| ≤ AeB(x0−x). Íåðàâåíñòâî (II) äîêàçàíî. •
6. Äîêàæåì, ÷òî ó çàäà÷è Êîøè ìîæåò áûòü òîëüêî îäíî ðåøåíèå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè ϕ(x), ψ(x) � ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3). Òîãäà ϕ(x) =

y0 +
x∫

x0

f(t, ϕ(t)) dt, ψ(x) = y0 +
x∫

x0

f(t, ψ(t)) dt.

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ϕ(x) − ψ(x) =
x∫

x0

[f(t, ϕ(t)) − f(t, ψ(t))] dt. Îöåíèì àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó

|ϕ(x)−ψ(x)| ≤
∣∣∣

x∫
x0

|f(t, ϕ(t))− f(t, ψ(t))| dt
∣∣∣ ≤ (óñëîâèå Ëèïøèöà) ≤ L

∣∣∣
x∫

x0

|ϕ(t)−ψ(t)| dt
∣∣∣. Ïðèìåíèì

ëåììó îá èíòåãðàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ è ïîëó÷èì |ϕ(x)−ψ(x)| ≤ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(x) = ψ(x) ∀x.
•

Çàìå÷àíèÿ. Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) ïî y íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, à òîëüêî íåïðåðûâíà,
òî ìîæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ è íåëüçÿ äîêàçàòü åãî åäèíñòâåííîñòü.

Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ � ýòî ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé Ïè-
êàðà.

Ïðèìåð. Çàäà÷à Êîøè y′ =
√

y, y(0) = 0 èìååò äâà ðåøåíèÿ : y = x2/4 è y = 0. Ïî÷åìó äâà?
3.3. Ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé
Ìíîæåñòâî X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè êàæäîé ïàðå x, y åãî ýëåìåíòîâ ïîñòàâëåíî â

ñîîòâåòñòâèå âåùåñòâåííîå ÷èñëî ρ(x, y) (ðàññòîÿíèå èëè ìåòðèêà) è âûïîëíåíû òðè óñëîâèÿ:
1) ρ(x, y) ≥ 0, ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y;
2) ρ(x, y) = ρ(y, x);
3) ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(y, z) ∀x, y, z ∈ X.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ xn ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó a, åñëè ρ(xn, a) → 0 ïðè n → +∞.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ xn íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè

∀ε > 0 ∃N = N(ε) | ρ(xn, xm) < ε ∀n,m > N .
Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü åãî ýëåìåíòîâ ñõîäèòñÿ.
Ïîëíûìè ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ

÷èñåë, ìíîæåñòâî n-ìåðíûõ âåêòîðîâ (ñ âåùåñòâåííûìè èëè ñ êîìïëåêñíûìè êîìïîíåíòàìè), à
òàêæå C([a, b]) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b], ñ ìåòðèêîé ρ(x(t), y(t)) =
max
t∈[a,b]

|x(t)− y(t)|.
Ýëåìåíò x ∈ X � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ A : X → X, åñëè A(x) = x.
Îòîáðàæåíèå A : X → X íàçûâàåòñÿ ñæèìàþùèì, åñëè ïðè íåêîòîðîì α ∈ (0, 1) âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî ρ(A(x), A(y)) ≤ α ρ(x, y) ∀x, y ∈ X.
Òåîðåìà (ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé).Ëþáîå ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå â ïîëíîì ìåò-

ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 ∈ X � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåí-
òîâ x1 = A(x0), x2 = A(x1), . . . , xn = A(xn−1), . . .

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ôóíäàìåíòàëüíà. Ðàññìîòðèì
ρ(xn+1, xn) = ρ(A(xn), A(xn−1)) ≤ αρ(xn, xn−1) ≤ . . . ≤ αnρ(x1, x0).

Ïóñòü m = n + p. Òîãäà ρ(xm, xn) ≤ ρ(xn+p, xn+p−1)+ ρ(xn+p−1, xn+p−2) + . . . + ρ(xn+1, xn) ≤
(αn+p + αn+p−1 + . . . + αn)ρ(x1, x0) ≤ αnρ(x1, x0)(αp + . . . + 1) = αnρ(x1, x0)1−αp+1

1−α .
Åñëè n → +∞, òî ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, xn � ôóíäàìåí-
òàëüíàÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïóñòü a = lim
n→+∞

xn. Ïîêàæåì, ÷òî a � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ A. Â íåðàâåíñòâå
ρ(a,A(a)) ≤ ρ(a, xn) + ρ(xn, A(a)) = ρ(a, xn) + ρ(A(xn−1), A(a)) ≤ ρ(a, xn) + αρ(xn−1, a) ïåðåéäåì ê
ïðåäåëó ïðè n → +∞. Ïîëó÷èì ρ(a,A(a)) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, A(a) = a.

Ïîêàæåì, ÷òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ìîæåò áûòü òîëüêî îäíà. Ïóñòü a = A(a) è b = A(b). Òîãäà
ρ(a, b) = ρ(A(a), A(b)) ≤ αρ(a, b). Îòñþäà (1− α)ρ(a, b) ≤ 0 è ρ(a, b) = 0. Ïîýòîìó a = b. •

Ñëåäñòâèå. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ h ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå y(t) = y0 +
x∫

x0

f(t, y(t)) dt. Ïóñòü C([x0 −
h, x0 + h]) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà [x0 − h, x0 + h]. Ïîñòðîèì îòîá-
ðàæåíèå: A : y(t) 7→ y0 +

x∫
x0

f(t, y(t)) dt.

Îöåíèì ðàññòîÿíèå ρ(A(y(x)), A(z(x))) = max
x∈[x0−h,x0+h]

∣∣∣∣∣
x∫

x0

[f(t, y(t))− f(t, z(t))] dt

∣∣∣∣∣ ≤

≤ L max
x∈[x0−h,x0+h]

∣∣∣∣∣
x∫

x0

|y(t)− z(t)| dt

∣∣∣∣∣ ≤ L max
x∈[x0−h,x0+h]

∣∣∣∣∣
x∫

x0

ρ(y(t), z(t)) dt

∣∣∣∣∣ ≤ Lhρ(y(x), z(x)).

Åñëè Lh < 1, òî îòîáðàæåíèå A � ñæèìàþùåå. Òîãäà ÈÓ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. •

4. Ïðèáëèæåííûå è ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
Ïóñòü íà îòðåçêå [x0, x0 + a] íóæíî íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè y′ = f(x, y), y(x0) = y0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ âûïîëíåíû.
Áóäåì íàçûâàòü ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè ôóíêöèþ, äîñòàòî÷íî áëèçêóþ ê òî÷íî-

ìó ðåøåíèþ. Áóäåì îáîçíà÷àòü y(x) � òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, ỹ(x) � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå.
Íà ïðàêòèêå îáû÷íî âûáèðàþò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé xj , j =

0 . . N è íàõîäÿò (ïðèáëèæåííî!) ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ yj =
ỹ(xj), j = 0 . . N . ×èñëåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî ïàð (xj , yj), j =
0 . . N .

Åñëè íàéäåíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, òî åå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïî-
ñòðîåíî, íàïðèìåð, êàê èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ëàãðàíæà: ỹ(x) =

N∑
j=0

yj

N∏
k=0, k 6=j

x− xk

xj − xk
.

Èíîãäà ÷èñëåííûì ðåøåíèåì íàçûâàþò ìíîæåñòâî êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ ïî çàäàííîé ñèñòåìå ôóíêöèé.

4.1. Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé
Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ìîæíî

èñïîëüçîâàòü ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà åå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ìîæíî âçÿòü ỹ(x) = ϕM (x), ãäå
M � íåêîòîðîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî.

Àëãîðèòì ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé â îáùåì ñëó÷àå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Îáî-
çíà÷èì ϕm,j = ϕm(xj). Òîãäà

ϕ0,j = y0, j = 0 . . N è ϕn,j = y0 +
xj∫
x0

f(t, ϕn−1(t)) dt, j = 0 . . N, n = 1, 2, . . ..

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ èñïîëüçóåì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó
xj+1∫
x0

f(t) dt =

j∑
k=0

Ak f(xk), ãäå Ak � íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû (íå çàâèñÿùèå îò ôóíêöèè f(t)). Åñëè èñïîëüçóåòñÿ
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ôîðìóëà ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, òî Ak = {xk − xk−1, k 6= j; 0, k = j}. Òîãäà
ϕn,j = y0 +

j∑
k=0

Akf(xk, ϕn−1,k), j = 0 . . N, n = 1 . . M .
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà xk − xk−1 = h (ðàâíîîòñòîÿùèå óçëû) è èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà ëåâûõ

ïðÿìîóãîëüíèêîâ äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà,

ϕ0,j = y0 è ϕn,j = y0 + h
j−1∑
k=0

f(xk, ϕn−1,k), j = 0 . . N, n = 0 . . M .

4.2. Ìåòîä Ýéëåðà è ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà
Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè y′ = f(x, y), y(x0) = y0 ëó÷øå èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì

ìåòîäà Ýéëåðà.
Âûáåðåì íà îòðåçêå [x0, x0 + a] óçëû xj , j = 0 . . N . Áóäåì èñêàòü çíà÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ yj = ỹ(xj), j = 0 . . N ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1) y0 = y0;
2) yj+1 = yj + f(xj , yj) (xj+1 − xj), j = 0 . . N − 1.
Ýòîò àëãîðèòì îñíîâàí íà ñëåäóþùåé ïðîñòîé èäåå. Ðàâåíñòâî y′(xj) = f(xj , y(xj)) çàìåíÿåòñÿ

íà ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî y(xj+1)− y(xj)
xj+1 − xj

= f(xj , y(xj)).
Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìåòîäà: ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (xj , yj) ïðîâîäèòñÿ êàñà-

òåëüíàÿ ê ãðàôèêó èíòåãðàëüíîé êðèâîé äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ âåðòèêàëüþ x = xj+1.
Ëîìàíàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè (xj , yj), íàçûâàåòñÿ ëîìàíîé Ýéëåðà. Ýòà ëîìàíàÿ � ãðàôèê ïðè-

áëèæåííîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî èç ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèåé.
Ìåòîä Ýéëåðà ìîæíî óëó÷øèòü (ìåòîä Ýéëåðà ñ âûðàâíèâàíèåì) :
1) y0 = y0;
2) m1 = f(xj , yj), m2 = f(xj+1, yj+m1(xj+1−xj)), yj+1 = yj+

m1+m2
2 (xj+1−xj), j = 0 . . N−1.

Àëãîðèòì ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà íåìíîãî ñëîæíåå, íî ñóùåñòâåííî òî÷íåå. Äëÿ ðàâíîîòñòîÿùèõ
óçëîâ

1) y0 = y0;
2) m1 = f(xj , yj), m2 = f(xj + h

2 , yj + h
2 m1), m3 = f(xj + h

2 , yj + h
2 m2), m4 = f(xj +h, yj +hm3),

yj+1 = yj + m1+2m2+2m3+m4
6 h, j = 0 . . N − 1.

Ïðèìåð. y′ = y, y(0) = 1, [0, 1], h = 0.2.
4.3. Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà Ýéëåðà
Ïóñòü y(x) � òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè y′ = f(x, y), y(x0) = y0 íà îòðåçêå [x0, x0 +a]. Ïóñòü

(xj , yj), j = 0 . . N � åå ÷èñëåííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì Ýéëåðà. Ïîñòðîèì ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ êóñî÷íî-ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè: ỹ(x) = yj + yj+1−yj

xj+1−xj
(x− xj), x ∈ [xj , xj+1].

Îáîçíà÷èì δ(x) = y(x)− ỹ(x) ïîãðåøíîñòü ìåòîäà Ýéëåðà. Ïóñòü h = max
j=0 . . N−1

(xj+1 − xj).

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x è ïî y, òî |δ(x)| ≤ O(h).
Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ïîãðåøíîñòè ïðè x ∈ [xj , xj+1] :

δ′(x) = y′(x)− ỹ′(x) = f(x, y(x))− f(xj , yj) = (âû÷èòàåì è äîáàâëÿåì)
= f(x, y(x))− f(xj , y(x)) + f(xj , y(x))− f(xj , ỹ(x)) + f(xj , ỹ(x))− f(xj , yj).
Òîãäà |δ′(x)| ≤ L |x− xj |+ L |y(x)− ỹ(x)|+ L |ỹ(x)− yj |.

Îáîçíà÷èì M = max
(x,y)∈Π

|f(x, y)| (òàê êàê ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà, òî òàêîå M ñóùåñòâóåò).

Î÷åâèäíî, ÷òî δ(x) ≤
x∫

x0

δ′(t) dt+δ(x0), ïðè÷åì δ(x0) = 0. Ïîýòîìó |δ(x)| ≤ L(M +1)ha+L
x∫

x0

|δ(t)| dt.

Ïðèìåíèì ëåììó îá èíòåãðàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ : |δ(x)| ≤ L(m + 1)haeLa = const · h = O(h). •
Çàìå÷àíèÿ. Ðåàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà âñåãäà ìåíüøå òåîðåòè÷åñêîé. Èç òåîðåìû

ñëåäóåò, ÷òî |δ(x)| → 0 ïðè h → 0, ò. å. ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.
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5. Çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îò èñõîäíûõ äàííûõ
Â çàäà÷å Êîøè y′ = f(x, y), y(x0) = y0 èñõîäíûìè äàííûìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿ f(x, y) è ÷èñëî

y0. Âîïðîñ : åñëè âçÿòü çàäà÷è Êîøè ñ áëèçêèìè èñõîäíûìè äàííûìè, òî íàñêîëüêî áëèçêèìè áóäóò
èõ ðåøåíèÿ?

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ÄÓ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà µ : y′ = f(x, y, µ),
y(x0) = y0, ïðè÷åì ïóñòü |µ− µ0| ≤ c. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è îáîçíà÷èì y(x, µ). Èññëåäóåì õàðàêòåð
çàâèñèìîñòè y(x, µ) îò µ.

Îáîçíà÷èì Π = {(x, y, µ) | |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b, |µ− µ0| ≤ c}.
Òåîðåìà 1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y, µ) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â ïàðàëëåëåïèïåäå Π è óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî y, òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè íåïðåðûâíî çàâèñèò îò µ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ïåðå÷èñëåííûõ óñëîâèÿõ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.
Îáîçíà÷èì ∆y = y(x, µ + ∆µ) − y(x, µ) (çäåñü è äàëåå óêàçûâàþòñÿ íå âñå àðãóìåíòû ðàññìàò-

ðèâàåìûõ âåëè÷èí). Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî
∀ε > 0 ∃δ > 0 | |∆y| < ε ∀∆µ, ∆µ < δ, ∀x.

Ôóíêöèè y(x, µ) è y(x, µ + ∆µ) � ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Ïîýòîìó âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
y′(x, µ) = f(x, y(x, µ), µ), y(x0, µ) = y0 è y′(x, µ+∆µ) = f(x, y(x, µ+∆µ), µ+∆µ), y(x0, µ+∆µ) = y0.

Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ ∆y ïî ïåðåìåííîé x
(∆y)′x = f(x, y(x, µ + ∆µ), µ + ∆µ)− f(x, y(x, µ), µ) = (âû÷èòàåì è äîáàâëÿåì)
= f(x, y(x, µ+∆µ), µ+∆µ)−f(x, y(x, µ+∆µ), µ)+f(x, y(x, µ+∆µ), µ)−f(x, y(x, µ), µ). Ñëåäîâàòåëüíî
|(∆y)′| ≤ |f(x, y(x, µ+∆µ), µ+∆µ)− f(x, y(x, µ0, µ+∆µ)|+ |f(x, y(x, µ+∆µ), µ)− f(x, y(x, µ), µ)| =
{1}+ {2}.

Â ñèëó óñëîâèÿ Ëèïøèöà {1} ≤ L|y(x, µ + ∆µ)− y(x, µ)|.
Òàê êàê ôóíêöèÿ f(x, y, µ) íåïðåðûâíà, òî ∀ε1 > 0 ∃δ1 > 0 | |{2}| < ε1 ∀∆µ, |∆µ| < δ1.
Ïîýòîìó |(∆y)′| ≤ L|∆y|+ ε1 ïðè |∆µ| < δ1.

Î÷åâèäíî, ÷òî ∆y(x0) = 0 è ∆y =
x∫

x0

(∆y)′(t) dt. Îòñþäà |∆y| ≤ L
x∫

x0

|(∆y)′|dt + ε1a.

Ïðèìåíèì ëåììó îá èíòåãðàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ è ïîëó÷èì |∆y| ≤ ε1aeLa.
Âûáåðåì ε1 òàê, ÷òîáû ε1aeLa < ε. Òîãäà δ = δ1. •
Ñëåäñòâèå. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè íåïðåðûâíî çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ y0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì íîâóþ èñêîìóþ ôóíêöèþ ỹ = y − y0. Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

çàäà÷è Êîøè ỹ′ = f(x, ỹ + y0) = f1(x, ỹ, y0), ỹ(x0) = 0. Ïðèìåíèì òåîðåìó 1, ñ÷èòàÿ, ÷òî µ = y0. •
Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y, µ) íåïðåðûâíà â Π è èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂f

∂y
è ∂f

∂µ
, òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äèôôåðåíöèðóåìî ïî ïàðàìåòðó µ â èíòåðâàëå (µ0− c, µ0 + c).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, êàê è ðàíüøå, ∆y = y(x, µ + ∆µ)− y(x, µ).
Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò lim

∆µ→0

∆y

∆µ
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè y(x, µ) äèôôåðåíöèðóåìî ïî µ. Ðàâåíñòâà y′(x, µ) =
f(x, y(x, µ), µ), y(x0, µ) = y0 äèôôåðåíöèðóåì ïî µ:( dy

dµ

)′
(x, µ) =

∂f

∂y
(x, y, µ)

dy

dµ
(x, µ) +

∂f

∂µ
(x, y, µ), dy

dµ
(x0, µ) = 0.

Ïóñòü u(x, µ) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè u′(x, µ) =
∂f

∂y
(x, y, µ) u(x, µ) +

∂f

∂µ
(x, y, µ), u(x0, µ) = 0

(ýòî óðàâíåíèå � ëèíåéíîå, åãî ðåøåíèå íàõîäèòñÿ â êâàäðàòóðàõ).
Äîêàæåì, ÷òî lim

∆µ→0

∆y

∆µ
= u(x, µ). Îáîçíà÷èì v(x, µ, ∆µ) =

∆y

∆µ
− u(x, µ).

Äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ òàêèå æå, êàê è ðàíüøå (òîëüêî ôîðìóëû ñëîæíåå). Ïî ïîñòðîåíèþ
v(x0) = 0. Ïîýòîìó v(x) =

x∫
x0

v′(t) dt. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè v è îöåíèì åå àáñîëþò-

íóþ âåëè÷èíó. ßñíî, ÷òî v′(x, µ, ∆µ) =
(∆y

∆µ

)′
− u′(x, µ). Çäåñü

(∆y

∆µ

)′
=

1
∆µ

[
f(x, y(x, µ + ∆µ), µ + ∆µ)∓ f(x, y(x, µ), µ + ∆µ)− f(x, y(x, µ), µ)

]
=
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(ôîðìóëà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé Ëàãðàíæà)
=

∂f

∂y
(x, y(x, µ) + θ1∆y, µ + ∆µ)

∆y

∆µ
+

∂f

∂µ
(x, y(x, µ), µ + θ2∆µ)

è òàê äàëåå ... :-( ?•

6. Óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé
Èññëåäóåì ÄÓ 1-ãî ïîðÿäêà îáùåãî âèäà F (x, y, y′) = 0.
6.1. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
Åñëè óðàâíåíèå F (x, y, y′) = 0 ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé y′, òî ïîëó÷èòñÿ

îäíî èëè áîëüøå óðàâíåíèé âèäà y′ = fj(x, y), j = 1, 2, . . . Çàäàäèì óñëîâèå Êîøè y(x0) = y0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè âû-
ïîëíåíû. Òîãäà ó çàäà÷è Êîøè ðåøåíèé ñòîëüêî, ñêîëüêî ïîëó÷èëîñü ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî
ïðîèçâîäíîé óðàâíåíèé.

Åñëè èíòåãðàëüíûå êðèâûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó (x0, y0), èìåþò ðàçíûå êàñàòåëüíûå, òî, ÷òî-
áû âûäåëèòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, ìîæíî çàäàòü äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå y′(x0) =
y1. ×èñëî y1 íåëüçÿ çàäàâàòü ïðîèçâîëüíî, îíî äîëæíî áûòü êîðíåì óðàâíåíèÿ F (x0, y0, y1) = 0.

Ïðèìåð 1. y′2 − (2x + y)y′ + 2xy = 0.
Òåîðåìà. Ïóñòü (x0, y0, y1) � òàêèå ÷èñëà, ÷òî F (x0, y0, y1) = 0. Åñëè

1) ôóíêöèÿ F (x, y, y′) è åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0, y1);
2) ∂F

∂y′
(x0, y0, y1) 6= 0,

òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ F (x, y, y′) = 0, óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèÿì y(x0) = y0, y′(x0) = y1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0, y1) ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f(x, y), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì F (x, y, f(x, y)) = 0 è f(x0, y0) = y1. Ýòà
ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà è äèôôåðåíöèðóåìà, åå ïðîèçâîäíàÿ ïî y íàõîäèòñÿ êàê ïðîèçâîäíàÿ íåÿâíîé
ôóíêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî y. Òîãäà ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè y′ = f(x, y), y(x0) = y0, êîòîðîå ïî ïîñòðîåíèþ òàêîå, ÷òî
y′(x0) = y1. •

6.2. Ìåòîä ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà (ìåòîä ïðåäâàðèòåëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ)
Óðàâíåíèÿ âèäà F (x, y′) = 0 è F (y, y′) = 0 íàçûâàþòñÿ íåïîëíûìè.
Íà÷íåì ñ óðàâíåíèÿ F (x, y′) = 0. Åñëè óðàâíåíèå ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî x : x = f(y′),

òî îáîçíà÷èì p = y′ è áóäåì ðàññìàòðèâàòü p êàê ïàðàìåòð. Òàê êàê x = f(p), òî dx = f ′(p) dp. Íî,
ñ äðóãîé ñòîðîíû, dx =

dy

p
. Îòñþäà y =

∫
pf ′(p) dp + C. Ðåøåíèå íåïîëíîãî óðàâíåíèÿ íàéäåíî â

ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå (è â êâàäðàòóðàõ).
Óðàâíåíèå F (x, y′) = 0 äîïóñêàåò ïàðàìåòðèçàöèþ, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå ôóíêöèè ϕ(t) è ψ(t), ÷òî

F (ϕ(t), ψ(t)) = 0 ∀t. Òîãäà x = ϕ(t), y′ = ψ(t) è dy = y′ dx = ψ(t)ϕ′(t) dt. Òîãäà y =
∫

ψ(t)ϕ′(t) dt+C.
Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå òàêæå íàéäåíî â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå.

Âòîðîå óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ òî÷íî òàê æå.
Ïðèìåð 2. y = y′2ey′ .
Ïðèìåð 3. y

2
5 + (y′)

2
5 = 1.

Óðàâíåíèå âèäà xα(y′) + yβ(y′) = γ(y′) íàçûâàþò óðàâíåíèåì Ëàãðàíæà.
Îáîçíà÷èì p = y′ è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî p � ïàðàìåòð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî β(y′) 6= 0. Òîãäà

ïîäåëèì óðàâíåíèå íà β(y′) è ïåðåïèøåì åãî òàê : y = xϕ(y′) + ψ(y′). Òîãäà y = xϕ(p) + ψ(p) è
dy = ϕ(p) dx + xϕ′(p) dp + ψ′(p) dp = p dx. Ïîëó÷èëè ëèíåéíîå óðàâíåíèå [ϕ(p) − p]

dx

dp
+ xϕ′(p) =

−ψ′(p) îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè x = x(p), ðåøåíèå êîòîðîãî ìîæíî íàéòè â êâàäðàòóðàõ. Àíàëîãè÷íî
ïîñòóïàþò, åñëè α(y′) 6= 0.

Óðàâíåíèå y = xy′ + ψ(y′) íàçûâàþò óðàâíåíèåì Êëåðî (÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà).
Â ýòîì ñëó÷àå ðàññóæäåíèÿ áîëåå ïðîñòûå. Äåéñòâèòåëüíî, dy = x dp + p dx + ψ′(p) dp = p dx.
Ñëåäîâàòåëüíî, [x + ψ′(p)] dp = 0. Åñëè dp = 0, òî ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Êëåðî y =
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xC + ψ(C). Åñëè æå x + ψ′(p) = 0, òî ïîëó÷èì åãî îñîáîå ðåøåíèå. Ãðàôèê îñîáîãî ðåøåíèÿ �
îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà ïðÿìûõ, êîòîðîå äàåò îáùåå ðåøåíèå.

Äîêàçàíî, ÷òî ó óðàâíåíèÿ Êëåðî îñîáîå ðåøåíèå åñòü âñåãäà.
Ïðèìåð 4. y = xy′ + y′ − y′2.
Ìåòîäîì ïðåäâàðèòåëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ÄÓ F (x, y, y′) = 0 âñåãäà

ìîæíî ïðèâåñòè ê óðàâíåíèþ, ðàçðåøåííîìó îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé (íî, âîçìîæíî, ðåøèòü
åãî â êâàäðàòóðàõ âñå ðàâíî íå ïîëó÷èòñÿ). Èäåÿ ñëåäóþùàÿ. Óðàâíåíèå F (x, y, y′) = 0 îïèñûâàåò
íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ x, y, y′. Ïóñòü åå óðàâíåíèÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîé
ôîðìå x = ϕ(u, v), y = χ(u, v), y′ = ψ(u, v). Èç dy = y′ dx ñëåäóåò, ÷òî ∂χ

∂u
du+

∂χ

∂v
dv = ψ

(∂ϕ

∂u
du+

∂ϕ

∂v
dv

)
. Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå â äèôôåðåíöèàëàõ, ñâÿçûâàþùåå ïåðåìåííûå u è v.

6.3. Îñîáûå ðåøåíèÿ
Îñîáîå ðåøåíèå ÄÓ � ýòî òàêîå ðåøåíèå, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó åãî ãðàôèêà ïðîõîäèò ãðàôèê

äðóãîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ, ïðè÷åì ýòè ëèíèè èìåþò â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ îáùóþ êàñàòåëüíóþ.
Òåîðåìà 1. Åñëè óðàâíåíèå F (x, y, y′) = 0 èìååò îñîáîå ðåøåíèå, òî îíî óäîâëåòâîðÿåò ñè-

ñòåìå óðàâíåíèé F (x, y, y′) = 0, ∂F

∂y′
(x, y, y′) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ F èìååò íåïðåðûâíóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∂F

∂y′
.

Åñëè ∂F

∂y′
6= 0, òî ïî òåîðåìå èç ï.6.1 çàäà÷à Êîøè ìîæåò èìåòü òîëüêî îäíî ðåøåíèå (ïðè äîïîë-

íèòåëüíîì óñëîâèè y′(x0) = y1). Íî òîãäà îñîáûõ ðåøåíèé íå ñóùåñòâóåò. •
Çàìå÷àíèå. Óñëîâèÿ òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè, íî íå äîñòàòî÷íûìè.
Ïðèìåð 5. y2(1 + y′2) = 1.
Òåîðåìà 2. Åñëè óðàâíåíèå èìååò îñîáîå ðåøåíèå è åãî îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä Φ(x, y, c) = 0,

òî îñîáîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé Φ(x, y, c) = 0, ∂Φ
∂c

(x, y, c) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×åðåç êàæäóþ òî÷êó ãðàôèêà îñîáîãî ðåøåíèÿ ïðîõîäèò ãðàôèê íåêîòîðîãî
÷àñòíîãî ðåøåíèÿ èç îáùåãî ðåøåíèÿ, ïîýòîìó êàæäîé òî÷êå ãðàôèêà îñîáîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóåò íåêîòîðîå çíà÷åíèå ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé c, è îñîáîå ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ïà-
ðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå x = ϕ(c), y = ψ(c).

Òàê êàê êàæäàÿ òî÷êà îñîáîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ è òî÷êîé ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ, òî âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî Φ(ϕ(c), ψ(c), c) = 0. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî ïî c : ∂Φ

∂x
(ϕ(c), ψ(c), c)ϕ′(c) +

∂Φ
∂y

(ϕ(c), ψ(c), c)ψ′(c) +
∂Φ
∂c

(ϕ(c), ψ(c), c) = 0 (ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ Φ äèôôåðåíöèðóåìà).
Òåïåðü çàïèøåì óñëîâèå ñîâïàäåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê ãðàôèêàì ðåøåíèé â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ :

ψ′(c)
ϕ′(c)

= −
∂Φ
∂x

(ϕ(c), ψ(c), c)

∂Φ
∂y

(ϕ(c), ψ(c), c)
. Òîãäà ∂Φ

∂x
(ϕ(c), ψ(c), c)ϕ′(c) +

∂Φ
∂y

(ϕ(c), ψ(c), c)ψ′(c) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∂Φ
∂c

(ϕ(c), ψ(c), c) = 0. •
Çàìå÷àíèå. Óñëîâèÿ òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè, íî íå äîñòàòî÷íûìè.
Ïðèìåð 5. y2(1 + y′2) = 1.

7. Íîðìàëüíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
Íîðìàëüíîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ ÄÓ 1-ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà

y′j = aj1(x)y1 + . . . + ajn(x)yn + fj(x), j = 1 . . n,
ãäå y1(x), . . . yn(x) � èñêîìûå ôóíêöèè, ajk(x) � êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû, fj(x) � ïðàâûå ÷àñòè.

7.1. Ñâîéñòâà ðåøåíèé íîðìàëüíûõ ñèñòåì
Â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà èìååò âèä
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y′ = A(x)y′ + f(x) (1),
ãäå y = y(x) � èñêîìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, F (x) � ôóíêöèîíàëüíàÿ ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ, f(x) �
âåêòîð-ôóíêöèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé. Ñèñòåìó ÄÓ (1) íàçûâàþò íåîäíîðîäíîé, à
y′ = A(x)y′ (2)
� ñîîòâåòñòâóþùåé åé îäíîðîäíîé ñèñòåìîé.

I. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (2) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (2).
II. Ðàçíîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû (1) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (2).
III. Ñóììà ðåøåíèé ñèñòåìû (1) è ñèñòåìû (2) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1).
IV. Åñëè y1 è y2 � ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè f1 è f2, òî y1 + y2 � ðåøåíèå

ñèñòåìû (1) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ f1 + f2.
V. Åñëè ìàòðèöà A(x) è âåêòîð-ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a, b], òî ëþáîå ðåøåíèå

ñèñòåìû (1) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
|y(x)| ≤ (|y(x0)|+ (b− a) max

x∈[a,b]
|f(x)|) e

|x−x0| max
x∈[a,b]

||A(x)||
∀x, x0 ∈ [a, b].

Çäåñü èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ: äëèíà âåêòîðà | · | è íîðìà ìàòðèöû || · ||.
VI. Åñëè ìàòðèöà A(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], x0 ∈ [a, b], òî ñèñòåìà (1) ìîæåò èìåòü

òîëüêî îäíî ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ Êîøè y(x0) = y0.
VII. Ðåøåíèå ñèñòåìû (2) ñ íåïðåðûâíîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ,

åñëè îíî ðàâíî íóëþ õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå.
7.2. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé
Âåêòîð-ôóíêöèè y1(x), . . . , yn(x) íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè íà [a, b], åñëè ∀x ∈ [a, b]

ëèíåéíî íåçàâèñèìû âåêòîðû y1(x), . . . , yn(x). Àíàëîãè÷íî, âåêòîð-ôóíêöèè y1(x), . . . , yn(x) íàçû-
âàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè íà [a, b], åñëè ∀x ∈ [a, b] ëèíåéíî çàâèñèìû âåêòîðû y1(x), . . . , yn(x).
(Âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, ÷òî íà íåêîòîðîì îòðåçêå ñèñòåìà âåêòîð-ôóíêöèè è íå çàâèñèìà, è íå íåçà-
âèñèìà.)

Ïóñòü y1(x), . . . , yn(x) � âåêòîð-ôóíêöèè ñ êîìïîíåíòàìè y1
j (x), . . . , yn

j (x), j = 1 . . n. Îïðåäå-

ëèòåëü W (x) =

∣∣∣∣∣∣

y1
1(x) . . . yn

1 (x)
. . . . . . . . .

y1
n(x) . . . yn

n(x)

∣∣∣∣∣∣
íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî.

Òåîðåìà 1. Âåêòîð-ôóíêöèè y1(x), . . . , yn(x) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà îòðåçêå òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà èõ îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî íå ðàâåí íóëþ âî âñåõ òî÷êàõ îòðåçêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïðè íåêîòîðîì x âåêòîðû y1(x), . . . , yn(x) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ñèñòåìà
óðàâíåíèé c1y

1
1(x)+ . . .+ cnyn

1 (x) = 0, . . . c1y
1
n(x)+ . . .+ cnyn

n(x) = 0 èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå
c1 = 0, . . . , cn = 0, è íàîáîðîò. Òîãäà îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû íå ðàâåí íóëþ, à ýòîò îïðåäåëèòåëü
� îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî. •

Ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé (ÔÑÐ) îäíîðîäíîé íîðìàëüíîé ñèñòåìû ÄÓ íàçûâàþò n
åå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé.

Òåîðåìà 2. Ñèñòåìà ðåøåíèé y1(x), . . . , yn(x) ñèñòåìû ÄÓ (2) ôóíäàìåíòàëüíà íà îòðåçêå,
åñëè õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå x0 ýòîãî îòðåçêà ëèíåéíî íåçàâèñèìû âåêòîðû y1(x0), . . . , yn(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå x1 ∈ [a, b], ÷òî âåêòîðû y1(x1), . . . , yn(x1)
ëèíåéíî çàâèñèìû. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà c1, . . . , cn, íå âñå ðàâíûå íóëþ, ÷òî c1y

1(x1) + . . . +
cnyn(x1) = 0. Ðàññìîòðèì âåêòîð-ôóíêöèþ y(x) = c1y

1(x) + . . . + cnyn(x) � ðåøåíèå ñèñòåìû (2).
Òàê êàê y(x1) = 0, òî y(x) = 0 ïðè âñåõ x ∈ [a, b]. Ñëåäîâàòåëüíî, y(x0) = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ òåîðåìû. •

Ñëåäñòâèå. Ñèñòåìà ðåøåíèé y1(x), . . . , yn(x) ñèñòåìû ÄÓ (2) ôóíäàìåíòàëüíà íà îòðåçêå,
åñëè õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå x0 ýòîãî îòðåçêà îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî íå ðàâåí íóëþ.

Ïðèìåð 1. y′1 = y2, y′2 = y1.
Òåîðåìà 3. Åñëè y1(x), . . . , yn(x) � ÔÑÐ ñèñòåìû (2), òî îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) èìååò

âèä y(x) = c1y
1(x) + . . . + cnyn(x) (3), ãäå c1, . . . , cn � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ïðè ëþáûõ c1, . . . , cn ôîðìóëà (3) äàåò ðåøåíèå ñèñòåìû (2). Ïîêàæåì,
÷òî ëþáîå ðåøåíèå y(x) ñèñòåìû (2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (3).
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Ïóñòü x0 � êàêàÿ-òî òî÷êà îòðåçêà [a, b]. Âåêòîð y(x0) ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ëèíåéíî íåçàâèñèìûì
âåêòîðàì y1(x0), . . . , yn(x0) : y(x0) = c1y

1(x0) + . . . + cnyn(x0). Òîãäà y(x) è c1y
1(x) + . . . + cnyn(x) �

äâà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2), ïðèíèìàþùèå îäíî è òî æå çíà÷åíèå â òî÷êå x0. Ïîýòîìó îíè ðàâíû. •
Ñëåäñòâèå. Åñëè y1(x), . . . , yn(x) � ÔÑÐ ñèñòåìû (2) è y0(x) � ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû

(1), òî îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) èìååò âèä y(x) = c1y
1(x) + . . . + cnyn(x) + y0(x) (4).

Ïðèìåð 2. y′1 = y2 + 1, y′2 = y1 − x.
7.3. Ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ
Òåîðåìà. Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] ìàòðèöà A(x) è âåêòîð f(x) íåïðåðûâíû. Åñëè èçâåñòíà

ÔÑÐ îäíîðîäíîé ñèñòåìû (2), òî ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ìîæåò áûòü íàéäåíî â êâàäðàòóðàõ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y1(x), . . . , yn(x) � ÔÑÐ ñèñòåìû (2). Ñîñòàâèì èç ýòèõ âåêòîðîâ êàê

èç ñòîëáöîâ ìàòðèöó Y (x), îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Y ′(x) = A(x)Y (x) (è íàçûâàåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé). Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå y = Y (x) · c, ãäå
c � ïðîèçâîëüíûé ïîñòîÿííûé âåêòîð. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (1) â âèäå y = Y (x) · c(x),
ãäå c(x) � íîâàÿ èñêîìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ. Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â ñèñòåìó (1) è ïîëó÷èì
Y (x)c′(x) = f(x). Îòñþäà c(x) =

x∫
x0

Y −1(t)f(t) dt + C, ãäå C � ïðîèçâîëüíûé ïîñòîÿííûé âåêòîð. •
Ïðèìåð. y′1 = y2 + 1, y′2 = y1 − x.
Íà ïðàêòèêå óäîáíî èñêàòü ïðîèçâîäíûå êîìïîíåíò âåêòîð-ôóíêöèè c(x) èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

y1
1(x)c′1(x) + . . . + yn

1 (x)c′n(x) = f1(x),
. . .
y1

n(x)c′1(x) + . . . + yn
n(x)c′n(x) = fn(x).

8. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà n

Ëèíåéíûì óðàâíåíèåì ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà
y(n) + a1(x)y(n−1) + . . . + an−1(x)y′ + an(x)y = g(x).

8.1. Ñâîéñòâà ðåøåíèé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
Îáîçíà÷èì L[y] ëåâóþ ÷àñòü ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà n. Ýòî âûðàæåíèå íàçûâàþò ëèíåé-

íûì äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì ïîðÿäêà n. Òîãäà óðàâíåíèÿ L[y] = g(x) (1) è L[y] = 0 (2)
� íåîäíîðîäíîå è îäíîðîäíîå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà n ñîîòâåòñòâåííî.

Åñòü äâà ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé: èëè âñå äåëàòü òî÷íî òàê æå, êàê è â
ñëó÷àå ëèíåéíûõ ñèñòåì, èëè âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïîðÿäêà n ýêâèâàëåíòíî
ñèñòåìå ÄÓ 1-ãî ïîðÿäêà èç n óðàâíåíèé. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, íóæíî ââåñòè íîâûå èñêîìûå
ôóíêöèè z1 = y, z2 = y′, . . . zn = y(n−1). Òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìó ÄÓ 1-ãî ïîðÿäêà
z′1 = z2, z′n−1 = zn, z′n = −an(x)z1 − an−1(x)z2 − . . .− a1(x)zn + g(x) (3).
Ó òàêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ èìååò íåíóëåâûå ïîñëåäíþþ ñòðîêó è îäíó
äèàãîíàëü (íàä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ), à ó âåêòîðà ïðàâûõ ÷àñòåé òîëüêî îäèí ýëåìåíò íåíóëåâîé.

Ñâîéñòâà ðåøåíèé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïî÷òè òàêèå æå, ÷òî è ó íîðìàëüíûõ ñèñòåì 1-ãî ïîðÿä-
êà.

I. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2).
II. Ðàçíîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2).
III. Ñóììà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) è óðàâíåíèÿ (2) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1).
IV. Åñëè y1 è y2 � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè g1 è g2, òî y1 + y2 � ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (1) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ g1 + g2.
V. Åñëè êîýôôèöèåíòû è ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a, b], òî ëþáîå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
|y(x)| ≤ . . . ∀x, x0 ∈ [a, b].

Ïðåäëàãàþ ÷èòàòåëþ ñàìîñòîÿòåëüíî ïîëó÷èòü ýòî íåðàâåíñòâî. Âïðî÷åì, áåç íåãî â äàëüíåéøåì
âñå ðàâíî ìîæíî îáîéòèñü :-).

VI. Åñëè êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a, b], x0 ∈ [a, b], òî óðàâíåíèå (1)
ìîæåò èìåòü òîëüêî îäíî ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ Êîøè . . .

À êàê ñòàâèòñÿ óñëîâèå Êîøè? :-)
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VII. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) ñ íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ, åñëè
îíî ðàâíî íóëþ õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå.

À ýòî íå âåðíî! Äîëæíî áûòü êàê-òî ïî-äðóãîìó :-)
8.2. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé
Âñå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû òåì, êîòîðûå áûëè ïðèâåäåíû äëÿ íîðìàëü-

íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ ÄÓ.
Ôóíêöèè y1(x), . . . , yn(x) íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè íà [a, b], åñëè ∀x ∈ [a, b] ëèíåéíî

íåçàâèñèìû âåêòîðû
(
yj(x), y′j(x), . . . , y

(n−1)
j (x)

)
, j = 1 . . n.

Ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé (ÔÑÐ) îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà n íà-
çûâàþò n åãî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé.

Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî äëÿ ñèñòåìû ðåøåíèé ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(x) . . . yn(x)
y′1(x) . . . y′n(x)
. . . . . . . . .

y
(n−1)
1 (x) . . . y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Òåîðåìà 1. Ôóíêöèè y1(x), . . . , yn(x) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà îòðåçêå òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà èõ îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî íå ðàâåí íóëþ âî âñåõ òî÷êàõ îòðåçêà.

Òåîðåìà 2. Ñèñòåìà ðåøåíèé y1(x), . . . , yn(x) óðàâíåíèÿ (2) ôóíäàìåíòàëüíà íà îòðåçêå, åñëè
õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå x0 ýòîãî îòðåçêà èõ îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî íå ðàâåí íóëþ.

Ïðèìåð 1. y′′ + y = 0.
Òåîðåìà 3. Åñëè y1(x), . . . , yn(x) � ÔÑÐ óðàâíåíèÿ (2), òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) èìååò

âèä y(x) = c1y1(x) + . . . + cnyn(x), ãäå c1, . . . , cn � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Ñëåäñòâèå. Åñëè y1(x), . . . , yn(x) � ÔÑÐ óðàâíåíèÿ (2) è y0(x) � ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(1), òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) èìååò âèä y(x) = c1y1(x) + . . . + cnyn(x) + y0(x).
Ïðèìåð 2. y′′ + y = ex.
8.3. Ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ
Òåîðåìà. Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] êîýôôèöèåíòû è ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) íåïðåðûâíû.

Åñëè èçâåñòíà ÔÑÐ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (2), òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ìîæåò áûòü íàéäåíî
â êâàäðàòóðàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ è íîðìàëüíîé
ñèñòåìû, à ìîæíî ñðàçó èñêàòü ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå y(x) = c1(x)y1(x) + . . . +
cn(x)yn(x), ãäå c1(x), . . . , cn(x) � íîâûå èñêîìûå ôóíêöèè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé ïîëó-
÷èòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, òîëüêî â ïîñëåäíåì èç íèõ ïðàâàÿ ÷àñòü íå ðàâíà íóëþ :
c′1(x)y1(x) + . . . + c′n(x)yn(x) = 0,
. . .
c′1(x)y(n−1)

1 (x) + . . . + c′n(x)y(n−1)
n (x) = g(x). •

9. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè � îäíîðîäíîå L[y] = 0 è

íåîäíîðîäíîå L[y] = f(x), ãäå L[y] = y(n) + a1y
(n−1) + . . . + an−1y

′ + any � ëèíåéíûé äèôôåðåíöè-
àëüíûé îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

9.1. Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ (ìåòîä Ýéëåðà)
Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôè-

öèåíòàìè ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Îáîçíà÷èì P (λ) = λn + a1λ

n−1 + . . . + an−1λ + an õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì.

Ëåììà 1. L
[
eλx

]
= eλx P (λ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå eλx â L[y]. •
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Ñëåäñòâèå. Ôóíêöèÿ eλx ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ L[y] = 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ÷èñëî λ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû ÄÓ � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ïðè ýòîì êîðíè õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî ïîëèíîìà ìîãóò áûòü è âåùåñòâåííûìè, è êîìïëåêñíûìè.

Òåîðåìà 1. Åñëè λ1, . . . , λn � ïðîñòûå âåùåñòâåííûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà,
òî eλ1x . . . , eλnx � ÔÑÐ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñëåäñòâèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñå ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ. Äîêàæåì, ÷òî îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

eλ1x . . . eλnx

λ1e
λ1x . . . eλnx

. . . . . . . . .
λn−1

1 eλ1x . . . λn−1
n eλnx

∣∣∣∣∣∣∣∣
= e(λ1+...+λn)x

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1
λ1 . . . λn

. . . . . . . . .
λn−1

1 . . . λn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
= e(λ1+...+λn)x

∏

i>j

(λi − λj)

(îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà). •
Ïðèìåð 1. y′′′ − 5y′′ + 6y′ = 0.
Òåîðåìà 2. Åñëè α ± iβ � ïðîñòûå êîìïëåêñíûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà, òî â

ÔÑÐ ñîäåðæàòñÿ ôóíêöèè eαx cos βx è eαx sin βx.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà 1 è ñëåäñòâèå âåðíû òàêæå è â ñëó÷àå êîìïëåêñíûõ êîðíåé. Óêàçàííûå

ôóíêöèè, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.
Äîêàæåì, ÷òî îíè íåçàâèñèìû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå îñòàëüíûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

ïîëèíîìà � âåùåñòâåííûå è ïðîñòûå. Çàïèøåì îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî è âûïîëíèì ñëåäóþùèå
äåéñòâèÿ :

ê ïåðâîìó ñòîëáöó äîáàâèì âòîðîé ñòîëáåö, óìíîæåííûé íà i;
âòîðîé ñòîëáåö óìíîæèì íà −2i;
êî âòîðîìó ñòîëáöó äîáàâèì ïåðâûé ñòîëáåö.
Ïîëó÷èì òàêîé æå îïðåäåëèòåëü, ÷òî è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, òîëüêî λ1 = α + iβ,

λ2 = α− iβ. •
Ïðèìåð 2. y′′ + y = 0.
Åñëè ïîëèíîì P (λ) èìååò êîðåíü λ1 êðàòíîñòè s1, òî P (λ1) = 0, P ′(λ1) = 0, . . . P (s1−1)(λ1) = 0,

íî P (s1)(λ1) 6= 0.

Ëåììà 2. L[xmeλx] =
m∑

j=0

Cj
m P (j)(λ)xm−j eλx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì òîæäåñòâî èç ëåììû 1. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì åãî m ðàç ïî λ. •
Òåîðåìà 3. Åñëè λ1 � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà êðàòíîñòè s1, òî â ÔÑÐ îäíî-

ðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñîäåðæàòñÿ ôóíêöèè eλ1x, xeλ1x, . . . , xs1−1eλ1x.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî ýòè ôóíêöèè áóäóò ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ. Ïîêàæåì

èõ ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü. Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî W (x) â òî÷êå 0 :

W (0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . . . . 0
λ1 1 0 . . . 0
. . . λ1 2 . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

λs1−1
1 λs1−2

1 . . . λ1 (s1 − 1)!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6= 0. •

Ïðèìåð 3. y′′′′ − 2y′′′ + y′′ = 0.
Ñëåäñòâèå. Åñëè α±iβ � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà êðàòíîñòè s, òî â ÔÑÐ ñîäåð-

æàòñÿ ôóíêöèè eαx cos βx, eαx sin βx, xeαx cosβx, xeαx sin βx, . . ., xs−1eαx cosβx, xs−1eαx sin βx.
Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òîì, ÷òî äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè êîìïëåêñíîãî ðåøåíèÿ

ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òàêæå ÿâëÿþòñÿ åãî ðåøåíèÿìè. •
Ïðèìåð 4. y′′′′ + 8y′′ + 16y = 0.
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9.2. Íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ (ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ)
Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ÷àñòíûå ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ L[y] = f(x) ìîãóò áûòü íàé-

äåíû ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ.
Òåîðåìà 1. Åñëè f(x) = eαxPn(x), ãäå α � íåêîòîðîå ÷èñëî è Pn(x) � ïîëèíîì ñòåïåíè

n, òî íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà
y = xseαxQn(x), ãäå Qn(x) � ïîëèíîì ñòåïåíè n è s � öåëîå ÷èñëî. Åñëè α � êîðåíü õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà, òî s � åãî êðàòíîñòü; èíà÷å s = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Pn(x) = p0x
n + p1x

n−1 + . . . + pn−1x + pn. Ïîêàæåì, êàê ìîæíî íàéòè
êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà Qn(x) = q0x

n + q1x
n−1 . . . + qn−1x + qn.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé s = 0. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ â óðàâíåíèå. Ïîëó÷èì
L[eαx(q0x

n + q1x
n−1 . . . + qn−1x + qn] =

= q0L[eαxxn] + q1L[eαxxn−1] + . . . + qn−1L[eαxx] + qnL[eαx] = (òîæäåñòâî èç ëåììû 2)
= q0

n∑
j=0

Cj
nP (j)(α)xn−jeαx + q1

n−1∑
j=0

Cj
n−1P

(j)(α)xn−1−jeαx + . . . + qn−1(P (α)x + P ′(α))eαx + qnP (α).

Ýòî âûðàæåíèå äîëæíî áûòü ðàâíî eαx(p0x
n + p1x

n−1 + . . . + pn−1x + p0).
Ïîäåëèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà eαx è ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x

â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ. Òîãäà
ïðè xn : q0P (α) = p0,
ïðè xn−1 : q0P

′(α) + q1P (α) = p1

. . .
Åñëè P (α) 6= 0, òî íàõîäèì q0 èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, q1 èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ è òàê äàëåå. Èç
ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íàéäåì qn.

Åñëè s 6= 0, òî âñå ðàññóæäåíèÿ òàêèå æå. •
Ïðèìåð 1. y′′ − 5y′ + 6y = 6ex.
Òåîðåìà 2. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ èìååò âèä f(x) = eαx[P1,n(x) cos βx + P2,n(x) sin βx],

òî íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà y = xseαx[Q1,n(x) cos βx+Q2,n sin βx], ãäå
öåëîå ÷èñëî s � êðàòíîñòü êîðíÿ α + iβ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà.

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðîâåñòè ïî òîé æå ñõåìå. •
Ïðèìåð 2. y′′ + 9y = x cos 3x.

10. Íîðìàëüíûå ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
Äëÿ ðåøåíèÿ íîðìàëüíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ ÄÓ âèäà (â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå) y′ = Ay ñ

ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçíûå ìåòîäû è ïðèåìû.
10.1. Ìåòîä Ýéëåðà
Ëåììà. Âåêòîð-ôóíêöèÿ y = eλxh ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ÄÓ y′ = Ay òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ÷èñëî λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A, à âåêòîð h � ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó
÷èñëó ñîáñòâåííûé âåêòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì y = eλxh â ñèñòåìó óðàâíåíèé è ïîëó÷èì Ah = λ h. •
Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî A � âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîì n × n. Íî â êà÷åñòâå

âîçìîæíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû ÄÓ áóäåì ðàññìàòðèâàòü â îáùåì ñëó÷àå êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíê-
öèè.

Òåîðåìà 1. Åñëè λ1, . . . , λn � ïðîñòûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A è h1, . . . , hn � ñî-
îòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû, òî âåêòîð-ôóíêöèè eλ1xh1, . . . , eλnxhn îáðàçóþò ôóí-
äàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ñèñòåìû ÄÓ y′ = Ay.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1 âñå ïåðå÷èñëåííûå âåêòîð-ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû
ÄÓ. Ðàññìîòðèì îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî â òî÷êå x = 0. Åãî ñòîëáöû � âåêòîðû h1, . . . , hn. Îíè
ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òàê êàê ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
Ïîýòîìó îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî íå ðàâåí íóëþ. •

Ïðèìåð 1. y′1 = 2y1 + y2, y′2 = 3y1 + 4y2.
Ïðèìåð 2. y′1 = 3y1 − y2 + y3, y′2 = −y1 + 5y2 − y3, y′3 = y1 − y2 + 3y3. (ñ. ç. 2, 3, 6).
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Ñëåäñòâèå. Åñëè ñðåäè ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A åñòü äâà êîìïëåêñíî ñî-
ïðÿæåííûõ λ1,2 = α± iβ, òî â ÔÑÐ ñîäåðæàòñÿ äâå âåêòîð-ôóíêöèè âèäà
eαx sin βx · g1 + eαx cos βx · g2, ãäå g1, g2 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå âåêòîðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1,2 = α± iβ ñîîòâåòñòâóþò
êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû h1± ih2. Ðåøåíèÿìè ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû
ÄÓ áóäóò âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè êîìïëåêñíîçíà÷íûõ âåêòîð-ôóíêöèé e(α±iβ)x(h1± ih2). •

Ïðèìåð 3. y′1 = 2y1 − y2, y′2 = y1 + 2y2.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A êðàòíîñòè s, h1, h2, . . . , hs � ñîá-

ñòâåííûé âåêòîð è ïðèñîåäèíåííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ.
Òîãäà â ÔÑÐ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ÄÓ ñ ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ A ñîäåðæàòñÿ âåêòîð-
ôóíêöèè
y1 = eλxh1, y2 = eλx(h2 + x h1), . . . ys = eλx

(
hs + xhs−1 + . . . +

xs−1

(s− 1)!
h1

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà è ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ
Ah1 = λh1, Ah2 = λh2 + h1, . . . , Ahs = λhs + hs−1.
Òîãäà (yk)′ = eλxλ

(
hk + xhk−1 + . . . +

xk−1

(k − 1)!
h1

)
+ eλx

(
hk−1 + x hk−2 + . . . +

xk−2

(k − 2)!
h1

)
= Ayk.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèÿ y1, . . . , ys ëèíåéíî íåçàâèñèìû, W (0) 6= 0. •
Ñëåäñòâèå. Åñëè λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A êðàòíîñòè s, òî åìó ñîîòâåòñòâóåò

ñëàãàåìîå âèäà y = eλxPs−1(x) â îáùåì ðåøåíèè, ãäå Ps−1(x) � âåêòîð-ôóíêöèÿ, êîìïîíåíòû
êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè ñòåïåíè íå âûøå, ÷åì s − 1, ïðè÷åì ñðåäè âñåõ êîýôôèöèåíòîâ
ýòèõ ïîëèíîìîâ ðîâíî s ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàòíîå, òî ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó ÷àñòü îáùåãî ðå-
øåíèÿ ìîæíî íàéòè ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ïðèìåð 4. y′1 = 4y1 − y2, y′2 = 3y1 + y2 − y3, y′3 = y1 + y3. (ñ. ç. 2 êð. 3)
10.2. Ìåòîä Ëàïïî-Äàíèëåâñêîãî
Åñëè äàíî ñêàëÿðíîå ÄÓ y′ = Ay, ãäå A � ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò, òî ëåãêî çàïèñàòü åãî îáùåå

ðåøåíèå y = eAxC. Äëÿ âåêòîðíûõ óðàâíåíèé (ò. å. äëÿ ñèñòåì ÄÓ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè)
ýòî òàêæå âîçìîæíî. Íóæíî èñïîëüçîâàòü òåîðèþ ôóíêöèé îò ìàòðèö.

Ïóñòü f(λ) � ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà. ×òî ñëåäóåò ïîíèìàòü ïîä âûðàæåíèåì f(A), ãäå
A � ìàòðèöà?

Ìîæíî ðàçëîæèòü f(λ) â ñòåïåííîé ðÿä è çàìåíèòü â ýòîì ðàçëîæåíèè ñòåïåíè λ íà ñòåïåíè
A (ìàòðèöû âîçâîäÿòñÿ â ñòåïåíü, óìíîæàþòñÿ íà ñêàëÿðû è ñêëàäûâàþòñÿ; íóëåâàÿ ñòåïåíü äàåò
åäèíè÷íóþ ìàòðèöó E). Òîãäà eAx = E +xA+

x2

2!
A2 + . . .. Åñëè ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ, òî ïî ïîñòðîåíèþ

ìàòðèöà eAx óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ y′ = Ay.
Íî â òåîðèè ôóíêöèé îò ìàòðèö âû÷èñëåíèå eAx ìîæíî ïðîâåñòè çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.
Àëãîðèòì ñëåäóþùèé.
1. Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ìàòðèöó A−λE è íàéäåì ìèíèìàëüíûé ïîëèíîì ìàòðèöû A ïî

ôîðìóëå p(λ) =
∆(λ)

Dn−1(λ)
, ãäå ∆(λ) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì (îïðåäåëèòåëü õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîé ìàòðèöû), Dn−1(λ) � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìèíîðîâ ïîðÿäêà n−1 õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ìàòðèöû. Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò p(λ) ðàâåí 1.

2. Íàéäåì êîðíè ìèíèìàëüíîãî ïîëèíîìà è ðàçëîæèì åãî íà ìíîæèòåëè
p(λ) = (λ− λ1)s1 . . . (λ− λm)sm .

3. Çàïèøåì îáùóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè îò ìàòðèöû

f(A) =
m∑

j=1

[
f(λj)Zj,1 + f ′(λj)Zj,2 + . . . + fsj−1(λj)Zj,sj

]
,

ãäå Zj,k � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå ìàòðèöû (îíè áóäóò íàéäåíû íà ñëåäóþùåì øàãå).
4. Íàéäåì ìàòðèöû Zj,k èç íåñêîëüêèõ ðàâåíñòâ, â êîòîðûõ f(A) äëÿ ïðîñòûõ ïîëèíîìîâ f(λ)

âû÷èñëåíî äâóìÿ ñïîñîáàìè: çàìåíîé λ íà A è ïî îáùåé ôîðìóëå.
5. Âû÷èñëèì ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó Y (x) = f(A) = eAx ïî ñêàëÿðíîé ôóíêöèè f(λ) = eλx.
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Ïðèìåð 1. y′1 = 2y1 + y2, y′2 = 3y1 + 4y2.
Ïðèìåð 2. y′1 = 4y1 − y2, y′2 = 3y1 + y2 − y3, y′3 = y1 + y3. (ñ. ç. 2 êð. 3)
Íàáëþäåíèå: ìåòîä Ëàïïî-Äàíèëåâñêîãî ëó÷øå ïðèìåíÿòü â ñëó÷àå êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà-

÷åíèé ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ.
Êðîìå ýòèõ äâóõ ìåòîäîâ ïðè ðåøåíèè ïðèìåðîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ, ìåòîä

èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé è äðóãèå ìåòîäû.
10.3. Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ
Èíîãäà èìååì ñìûñë ïåðåõîäèòü îò ñèñòåìû ëèíåéíûõ ÄÓ 1-ãî ïîðÿäêà ê ëèíåéíîìó ÄÓ îòíî-

ñèòåëüíî îäíîé èç èñêîìûõ ôóíêöèé.
Òåîðåìà. Ëþáàÿ êîìïîíåíòà èñêîìîãî ðåøåíèÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëè-

íåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà íå âûøå, ÷åì n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñàìîå ïðîñòîå � íà ïðèìåðå.
Áîëåå óíèâåðñàëüíîå ìîæíî ïîñòðîèòü òàê. Âîçüìåì ïåðâîå óðàâíåíèå íîðìàëüíîé ñèñòåìû

y′1 = a11(x)y1 + . . . + a1n(x)yn + fj(x), ïðîäèôôåðåíöèðóåì åãî è çàìåíèì âñå ïðîèçâîäíûå èñêî-
ìûõ ôóíêöèé â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà íà ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé èñõîäíîé ñèñòåìû.
Ïðèâåäåì ïîäîáíûå ÷ëåíû è îïÿòü ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå. Îïÿòü çàìåíèì âñå ïðîèçâîä-
íûå èñêîìûõ ôóíêöèé â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà íà ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé èñõîäíîé
ñèñòåìû. Òàê áóäåì ïîñòóïàòü äî òåõ ïîð, ïîêà ñëåâà íå ïîÿâèòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà n ôóíê-
öèè y1(x). Òîãäà áóäåì èìåòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé: ñëåâà � ïðîèçâîäíûå
ôóíêöèè y1(x), ñïðàâà � èñêîìûå ôóíêöèè áåç ïðîèçâîäíûõ ñ íåêîòîðûìè êîýôôèöèåíòàìè. Çà-
ïèøåì ïî ïðàâèëó Êðàìåðà, ÷åìó ðàâíî ðåøåíèå y1(x) ýòîé ñèñòåìû. Ïîëó÷èòñÿ, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ
âûðàçèòñÿ ëèíåéíî ÷åðåç ñâîè æå ïðîèçâîäíûå. Ýòî ðàâåíñòâî è åñòü èñêîìîå óðàâíåíèå. •

11. Îïåðàöèîííûé ìåòîä
Î. Õåâèñàéä ïðåäëîæèë ïðîñòîé ìåòîä, ñîñòîÿùèé èç íåñêîëüêèõ ôîðìàëüíûõ øàãîâ, ñ ïîìîùüþ

êîòîðîãî ëåãêî ïîëó÷èòü ðåøåíèå ÄÓ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñòðîãîå îáîñíîâàíèå ýòîãî
ìåòîäà áûëî ïîñòðîåíî çíà÷èòåëüíî ïîçæå.

11.1. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

Ôóíêöèè f(x), x > 0 (îðèãèíàë) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèÿ F (p) =
+∞∫
0

f(x) e−xp dx, p > 0

(èçîáðàæåíèå). Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà f(x) 7→ F (p). Îáîçíà÷åíèå: f(x) .= F (p).
Ñâîéñòâà:
1) αf(x) + βg(x) .= αF (p) + βG(p)
2) f(λx) .= 1

λF
(

p
λ

)
, λ > 0

3) f ′(x) .= pF (p)− f(0), f (n)(x) .= pnF (p)− pn−1f(0)− . . .− f (n−1)(0)
4) F (n)(p) .= (−x)nf(x)

5)
x∫
0

f(t) dt
.= F (p)

p

6)
+∞∫
p

F (t) dt
.= f(x)

x

7) f(x− a) .= e−pa F (p)
8) F (p− b) .= ebx f(x)

9) F (p) G(p) .=
x∫
0

f(t) g(x− t) dt

Òàáëèöà:
f(x) 0 1 eax cos bx sin bx eax cos bx eax sin bx xn eaxxn

F (p) 0
1
p

1
p− a

p

p2 + b2

b

p2 + b2

p− a

(p− a)2 + b2

b

(p− a)2 + b2

n!
pn+1

n!
(p− a)n+1

Êàê íàéòè îðèãèíàë ïî èçîáðàæåíèþ?
Ïðèìåð 1. 2

p2 + 4p + 3
=

1
p + 1

− 1
p + 3

.= e−x − e−3x.
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Ïðèìåð 2. 1
p2(p2 + 1)

=
1
p2
− 1

p2 + 1
.= x− sinx.

11.2. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
Â çàäà÷å Êîøè a0y

(n) + . . . + any = f(x), x > 0, y(0) = b0, . . . , y
(n−1)(0) = bn−1 ïåðåéäåì

ê èçîáðàæåíèÿì. Ïîëó÷èì Y (p) =
F (p) + Q(p)

P (p)
, ãäå F (p) � èçîáðàæåíèå ïðàâîé ÷àñòè, P (p) �

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì, à ïîëèíîì Q(p) óäîáíî ñòðîèòü ñ ïîìîùüþ òðåóãîëüíîé òàáëèöû.
Ïðèìåð 3. y′′ + y = 4ex, y(0) = 4, y′(0) = −3.
Ïðèìåð 4. y′1 + 3y1 + y2 = 0, y′2 − y1 + y2 = 0, y1(0) = 1, y2(0) = 1.
11.3. Ìîäåëè ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé
Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñîñòîèò èç äâóõïîëþñíèêîâ. Ñîñòîÿíèå äâóõïîëþñíèêà õàðàêòåðèçóþò ñèëà

òîêà i(t) è ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ u(t). Äëÿ ðåçèñòîðà u(t) = R i(t), äëÿ êàòóøêè u(t) = L i′(t), äëÿ

êîíäåíñàòîðà u′(t) = 1
C i(t) èëè u(t) = u(0) + 1

C

t∫
0

i(τ) dτ .

Çàêîíû Êèðõãîôà: I) ñóììà òîêîâ, âòåêàþùèõ â êàæäûé óçåë öåïè, ðàâíà íóëþ; II) ïàäåíèå
íàïðÿæåíèÿ âäîëü ëþáîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà ðàâíî íóëþ.

Äëÿ êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà, ñîñòàâëåííîãî èç ðåçèñòîðà, êîíäåíñàòîðà, êàòóøêè è èñòî÷íèêà
íàïðÿæåíèÿ u(t) ïîëó÷èì óðàâíåíèå Ri(t) + uC(0) + 1

C

t∫
0

i(τ) dτ + Li′(t) + u(t) = 0, êîòîðîå ìîæíî
ðåøèòü îïåðàöèîííûì ìåòîäîì.

Èìååò ñìûñë ïåðåéòè ê èçîáðàæåíèÿì òîêîâ è íàïðÿæåíèé ïðè îïèñàíèè ýëåìåíòîâ öåïè. Òîãäà
äëÿ ðåçèñòîðà U(p) = R I(p), äëÿ êàòóøêè U(p) = L[pI(p)− i(0)], äëÿ êîíäåíñàòîðà U(p) =

u(0)
p

+

1
C

I(p)
p

. Óðàâíåíèå äëÿ èçîáðàæåíèÿ ñèëû òîêà I(p)[R +
1

Cp
+ Lp] = −U(p)− u(0)

p
+ Li(0).

Ïðè ïåðåõîäå ê èçîáðàæåíèÿì ââîäèòñÿ íîâîå ïîíÿòèå � îïåðàöèîííîå ñîïðîòèâëåíèå èëè èì-
ïåäàíñ (êîýôôèöèåíò â ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèÿ îò òîêà). Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ñîåäè-
íåíèè äâóõïîëþñíèêîâ îïåðàöèîííûå ñîïðîòèâëåíèÿ ñêëàäûâàþòñÿ, à ïðè ïàðàëëåëüíîì ?

12. Ðåøåíèå ÄÓ ñ ïîìîùüþ ñòåïåííûõ ðÿäîâ

Ìîæíî èñêàòü ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âèäå y = y0(x)
+∞∑
n=0

an(x−x0)n,

ãäå y0(x) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ è x0 � íåêîòîðîå ÷èñëî. Íóæíî ïîäîáðàòü êîýôôèöèåíòû an ðÿäà
òàê, ÷òîáû åãî ñóììà (ðÿä äîëæåí ñõîäèòüñÿ) óäîâëåòâîðÿëà ÄÓ.

12.1. Ýëåìåíòû àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÄÓ
Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â òî÷êå x0, åñëè îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â

îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà f(x) =
+∞∑
n=0

an(x − x0)n. Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè.
Îäèí èç îñíîâíûõ âîïðîñîâ àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÄÓ : åñëè êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîãî ÄÓ

ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, òî áóäóò ëè åãî ðåøåíèÿ òàêèìè æå ?
Ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå ëèíåéíîå ÄÓ 2-ãî ïîðÿäêà

p0(x)y′′ + p1(x)y′ + p2(x)y = 0. (1)

Òåîðåìà 1. Åñëè êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1) � àíàëèòè÷åñêèå â òî÷êå x0 ôóíêöèè, p0(x0) 6=
0, òî ñóùåñòâóåò äâà àíàëèòè÷åñêèõ â òî÷êå x0 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òàêàÿ. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà. Ïîä-
ñòàâèì åãî ñóììó â óðàâíåíèå è ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ an.
Äâà êîýôôèöèåíòà îñòàíóòñÿ ïðîèçâîëüíûìè. Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ïîëó÷èòñÿ, ÷òî
âûðàæåíèÿ ïðè ýòèõ êîýôôèöèåíòàõ è åñòü èñêîìûå ðåøåíèÿ. Òàê áóäåò ðåøåíî óðàâíåíèå Ýéðè â
ñëåäóþùåì ïóíêòå. •

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå p0(x0) 6= 0 ñóùåñòâåííî.
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Ïðèìåð 1. x2 y′′+x y′+(x2−1/4) y = 0. Çàìåíà èñêîìîé ôóíêöèè y = z/
√

x, äâà ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ
sin x/

√
x cos x/

√
x � íå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè â òî÷êå 0.

Òåîðåìà 2. Åñëè êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1) � àíàëèòè÷åñêèå â òî÷êå x0 ôóíêöèè è ýòà
òî÷êà ÿâëÿåòñÿ íóëåì ïîðÿäêà s ôóíêöèè p0(x), íóëåì ïîðÿäêà s−1 ôóíêöèè p1(x) è íóëåì ïîðÿäêà
s−2 èëè âûøå ôóíêöèè p2(x), òî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî íåíóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
âèäà y = (x− x0)kf(x), ãäå k � íåêîòîðîå ÷èñëî, à f(x) � àíàëèòè÷åñêàÿ â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó. Ïîäåëèì óðàâíåíèå íà p0(x) (ïðè x 6= x0) è ïîëó÷èì

y′′ +

+∞∑
n=0

pn(x− x0)n

x− x0
y′ +

+∞∑
n=0

qn(x− x0)n

(x− x0)2
y = 0. Áóäåì èñêàòü åãî ðåøåíèÿ â âèäå

y = (x − x0)k
+∞∑
n=0

an(x − x0)n. Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå è ïðèðàâíÿåì íóëþ êîýô-

ôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ x − x0. Êðîìå óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ an ïîëó÷èì
îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå k(k − 1) + p0k + q0 = 0.

Ïóñòü k1, k2 � êîðíè îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ. Åñëè èõ ðàçíîñòü � íå öåëîå ÷èñëî, òî íàéäóòñÿ
äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1). Åñëè èõ ðàçíîñòü � öåëîå ÷èñëî, òî, ìîæåò áûòü,
áóäåò ïîëó÷åíî òîëüêî îäíî ÷àñòíîå ðåøåíèå. Âòîðîå íóæíî èñêàòü ìåòîäîì ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà
ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå îáû÷íî ïîëó÷àåòñÿ òàê, ÷òî åñëè óäàåòñÿ íàéòè òîëüêî îäíî
÷àñòíîå ðåøåíèå y1(x), òî âòîðîå ðåøåíèå èìååò âèä

y2(x) = y1(x) ln(x− x0) + (x− x0)k2

+∞∑
n=0

bn(x− x0)n.

Â ñëåäóþùåì ïóíêòå áóäåò ðàññìîòðåíî óðàâíåíèå Áåññåëÿ ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè. •
Ïðèìåð 2. x2y′′ + ax y′ + b y = 0.
12.2. Óðàâíåíèå Ýéðè è óðàâíåíèå Áåññåëÿ
Óðàâíåíèå y′′ + xy = 0 íàçûâàþò óðàâíåíèåì Ýéðè. Áóäåì èñêàòü åãî ðåøåíèÿ â âèäå y =

+∞∑
n=0

anxn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ è åãî ñóììó ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü.

Åñëè òàê è îêàæåòñÿ ïîñëå òîãî, êàê áóäóò îïðåäåëåíû êîýôôèöèåíòû ðÿäà, òî íàéäåíî òî, ÷òî
èñêàëè. Åñëè íå òàê, òî ÄÓ íå èìååò ðåøåíèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñóììû ñòåïåííîãî ðÿäà.

Ïîäñòàâèì ñóììó ðÿäà â óðàâíåíèå è ïîëó÷èì
+∞∑
n=2

an n(n− 1)xn−2 +
+∞∑
n=0

anxn+1 = 0. Òîãäà

ïðè x0 : a2 · 2 · 1 = 0,
ïðè x1 : a3 · 3 · 2 + a0 = 0,
ïðè x2 : a4 · 4 · 3 + a1 = 0,
ïðè x3 : a5 · 5 · 4 + a2 = 0,
. . .
ïðè xn−2 : an · n · (n− 1) + an−3 = 0
. . .
Îòñþäà a2 = 0, a5 = 0, è òàê äàëåå, ò. å. a3m−1 = 0. Êîýôôèöèåíòû a0 è a1 îñòàþòñÿ ïðîèçâîëüíû-
ìè ïîñòîÿííûìè, ïðè ýòîì a3 = − a0

3 · 2 , a6 = − a3

6 · 5 , è òàê äàëåå. . . a3m =
(−1)ma0

3m(3m− 1) . . . 3 · 2 ,

a4 = − a1

4 · 3 , a7 = − a4

7 · 6 , è òàê äàëåå. . . a3m+1 =
(−1)ma1

(3m + 1)3m. . . 4 · 3 (â çíàìåíàòåëÿõ � íå ôàêòîðè-
àëû!).

Âûäåëèì äâà ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ : ïðè a0 = 1, a1 = 0 è ïðè a0 = 0, a1 = 1 :

y1(x) =
+∞∑
m=0

a3mx3m = 1+ . . . è y2(x) =
+∞∑
m=0

a3m+1x
3m+1 = x+ . . .. Ýòè ðÿäû ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ïî

ïðèçíàêó Äàëàìáåðà, èõ ñóììû ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü. Òàê ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ ýòè
ôóíêöèè � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéðè. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èõ îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî (â òî÷êå
x = 0) íå ðàâåí íóëþ, òàê ÷òî ïîëó÷åíà ÔÑÐ.

Äîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéðè íåëüçÿ çàïèñàòü ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Ðåøåíèÿ
ÄÓ, êîòîðûå íå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè (íî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû, íàïðèìåð, êàê
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ñóììû ñõîäÿùèõñÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ), ïðèíÿòî íàçûâàòü ñïåöèàëüíûìè ôóíêöèÿìè.
Óðàâíåíèå Áåññåëÿ èìååò âèä x2 y′′+x y′+(x2−m2) y = 0, çäåñü m � íåêîòîðîå ÷èñëî (ïàðàìåòð).

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ýòîãî ÄÓ â âèäå y = xk
+∞∑
n=0

anxn =
+∞∑
n=0

anxn+k. Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â

óðàâíåíèå è ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà :
ïðè x0 : a0k(k − 1) + a0k −m2a0 = 0,
ïðè x1 : a1(k + 1)k + a1(k + 1)−m2a1 = 0,
ïðè x2 : a2(k + 2)(k + 1) + a2(k + 2)−m2a2 + a0 = 0,
ïðè x3 : a3(k + 3)(k + 2) + a3(k + 3)−m2a3 + a1 = 0,
. . .
ïðè xn : an(k + n)(k + n− 1) + an(k + n)−m2an + an−2 = 0
. . .
Îòñþäà ñëåäóåò, ïðåæäå âñåãî, îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå k2 −m2 = 0. Êðîìå òîãî, êîýôôèöèåíò a0

îñòàåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé, à âñå êîýôôèöèåíòû ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè ðàâíû íóëþ.
Âûáåðåì k = m. Â ýòîì ñëó÷àå a2 =

−a0

22 · 1(m + 1)
è òàê äàëåå . . . a2j =

(−1)ja0

22jj! (m + 1) . . . (m + j)
.

Ïîëîæèì äëÿ óïðîùåíèÿ ôîðìóë a0 =
1

2mΓ(m + 1)
. Òîãäà ïîëó÷èì ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Áåññåëÿ â âèäå
+∞∑

j=0

(−1)j

j! Γ(m + j + 1)

(x

2

)2j+m

. Ðÿä ýòîò ñõîäèòñÿ, åãî ñóììó ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü Jm(x)

è íàçûâàòü ôóíêöèåé Áåññåëÿ ïîðÿäêà m.
Åñëè âûáðàòü k = −m, òî ïîëó÷èì åùå îäíî ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ J−m(x). Åñëè

÷èñëî m � íå öåëîå, òî íàéäåííûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìû è îáðàçóþò ÔÑÐ óðàâ-
íåíèÿ Áåññåëÿ. Åñëè æå m � öåëîå ÷èñëî, òî J−m(x) = Jm(x). Â ýòîì ñëó÷àå ïî ôóíêöèè Áåññåëÿ,
êàê ïî ÷àñòíîìó ðåøåíèþ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, ìîæíî íàéòè äðóãîå ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Áåññåëÿ � ôóíêöèþ Íåéìàíà Ym(x) = Jm(x) ln x + xk

+∞∑
n=0

anxn.

Ïðèìåð 1. x2 y′′ + x y′ + (3x2 − 4) y = 0.
Ïðèìåð 2. x2 y′′ + x y′ + (x2 − 1/4) y = 0.

13. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ëèíåéíûõ ÄÓ 2-ãî ïîðÿäêà
Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ÄÓ 2-ãî ïîðÿäêà y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x). Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ýòîãî

óðàâíåíèÿ ñòàâèòñÿ òàê: íàéòè íà îòðåçêå [x1, x2] ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì
α1y

′(x1) + β1y(x1) = γ1, α2y
′(x2) + β2y(x2) = γ2.

Ïåðå÷èñëèì íåñêîëüêî ñâîéñòâ êðàåâûõ çàäà÷.
I.Êðàåâàÿ çàäà÷à ìîæåò èìåòü òîëüêî îäíî ðåøåíèå, ìîæåò èìåòü ìíîãî ðåøåíèé, à ìîæåò

âîîáùå íå èìåòü ðåøåíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì ïðèìåðû íà êàæäûé ñëó÷àé:
1) y′′ + y = 0, y′(0) = 0, y′(π

2 ) = 1 (îäíî ðåøåíèå);
2) y′′ + y = 0, y′(0) = 0, y′(π) = 0 (áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé);
3) y′′ + y = 0, y′(0) = 0, y′(π) = 1 (ðåøåíèé íåò).
Óñëîâèÿ êðàåâîé çàäà÷è, çàäàííûå â òî÷êàõ x1 è x2, ìîãóò áûòü íåîäíîðîäíûìè â îáùåì ñëó÷àå,

à ìîãóò áûòü è îäíîðîäíûìè.
II. Êðàåâàÿ çàäà÷à ñ íåîäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïðèâîäèòñÿ ê çàäà÷å ñ îäíîðîäíûìè

êðàåâûìè óñëîâèÿìè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y0(x) � äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåîä-

íîðîäíûì êðàåâûì óñëîâèÿì. Òàêàÿ ôóíêöèÿ âñåãäà íàéäåòñÿ. Ââåäåì íîâóþ èñêîìóþ ôóíêöèþ
z(x) òàê, ÷òî y(x) = y0(x) + z(x). Ýòà ôóíêöèÿ ïî ïîñòðîåíèþ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü îäíîðîäíûì
êðàåâûì óñëîâèÿì (íî íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ, ïðè÷åì ñ äðóãîé ïðàâîé ÷àñòüþ).

Ïîýòîìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü â äàëüíåéøåì òîëüêî îäíîðîäíûå êðàåâûå óñëîâèÿ â êðàåâûõ
çàäà÷àõ. Áóäåì íàçûâàòü êðàåâóþ çàäà÷à îäíîðîäíîé, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ÄÓ
ðàâíà íóëþ.

III. Åñëè ó îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è èìååòñÿ òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå, òî íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à
ìîæåò èìåòü òîëüêî îäíî ðåøåíèå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçíîñòü ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîé çàäà÷è,
ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ðàçíîñòü òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ, è òîãäà ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò.

13.1. Ìåòîä ïðèñòðåëêè è ìåòîä ïðîãîíêè
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x), y′(x1) + αy(x1) = 0, y′(x2) + βy(x2) = 0
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî (îäíîðîäíàÿ çàäà÷è èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå).

Ìåòîä ïðèñòðåëêè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ïóñòü y1(x) � ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì Êîøè

y1(x1) = γ, y′1(x1) = −αγ, ãäå γ � íåêîòîðîå ÷èñëî.
Ïóñòü y2(x) � ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì Êîøè

y2(x1) = δ, y′2(x1) = −αδ, ãäå δ � íåêîòîðîå ÷èñëî.
Òîãäà y(x) = y1(x) + εy2(x) ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ε � ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî ÄÓ, óäîâëåòâîðÿþ-

ùåå ïåðâîìó êðàåâîìó óñëîâèþ. Ïîäáåðåì ÷èñëî ε òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ y(x) óäîâëåòâîðÿëà áû è âòî-
ðîìó êðàåâîìó óñëîâèþ, ò.å. y′1(x2)+εy′2(x2)+β[y1(x2)+εy2(x2)] = 0. Îòñþäà ε = −y′1(x2) + βy1(x2)

y′2(x2) + βy2(x2)
.

(Åñëè çíàìåíàòåëü äðîáè ðàâåí íóëþ, òî ó îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è áûëî áû íåíóëåâîå ðåøåíèå
y2(x)).

Ìåòîä ïðîãîíêè íåìíîãî ñëîæíåå.
Çàïèøåì ëèíåéíîå ÄÓ 2-ãî ïîðÿäêà â âèäå

[ d

dx
+ µ

]
·
[ d

dx
+ ν

]
· y = f(x), çäåñü ôóíêöèè µ(x)

è ν(x) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì µ(x) + ν(x) = p(x) è ν′(x) + µ(x)ν(x) = q(x). Îòñþäà
µ(x) = p(x)− ν(x). Èñêëþ÷èì ôóíêöèþ µ(x) èç ïàðû óðàâíåíèé è äîáàâèì ê ÄÓ äëÿ ôóíêöèè ν(x)
óñëîâèå Êîøè :
ν′(x) + ν(x)[p(x)− ν(x)] = q(x), ν(x1) = α.

Îáîçíà÷èì z(x) = y′(x) + ν(x)y(x). Äîáàâèì ê óðàâíåíèþ äëÿ ôóíêöèè z(x) óñëîâèå Êîøè :
z′(x) + [p(x)− ν(x)]z(x) = f(x), z(x1) = 0.

Íàêîíåö, çàïèøåì óñëîâèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ôóíêöèè y(x) : y′(x) + ν(x)y(x) = z(x), y(x2) = A.
Çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé A îïðåäåëÿåòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé
y′(x2) + βy(x2) = 0, y′(x2) + ν(x2)y(x2) = z(x2). Îòñþäà A =

z(x2)
ν(x2)− β

.
Â èòîãå ïîëó÷èëîñü, ÷òî ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ÄÓ 2-ãî ïîðÿäêà ñâåëîñü ê ïîñëåäîâàòåëü-

íîìó ðåøåíèþ òðåõ çàäà÷ Êîøè äëÿ ÄÓ 1-ãî ïîðÿäêà.
13.2. Ìåòîä ôóíêöèè Ãðèíà
Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó y′′+ p(x)y′+ q(x)y = f(x), y′(x1)+αy(x1) = 0, y′(x2)+βy(x2) = 0.
Òåîðåìà 1. Åñëè îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå, òî ñóùåñòâóåò

òàêàÿ ôóíêöèÿ G(t, x) (ôóíêöèÿ Ãðèíà), ÷òî ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è èìååò âèä
y(x) =

x2∫
x1

f(t)G(t, x) dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y1(x) � ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå ïåðâîìó êðà-
åâîìó óñëîâèþ, è y2(x) � ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå âòîðîìó êðàåâîìó
óñëîâèþ. Ôóíêöèÿ y1(x) íå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü âòîðîìó êðàåâîìó óñëîâèþ (èíà÷å y1(x) áóäåò
íåíóëåâûì ðåøåíèåì îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è). Àíàëîãè÷íî, ôóíêöèÿ y1(x) íå ìîæåò óäîâëå-
òâîðÿòü ïåðâîìó êðàåâîìó óñëîâèþ.

Ôóíêöèè y1(x) è y2(x) � ÔÑÐ îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èõ
îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî W (x) ðàâåí íóëþ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòðîêè åãî ïðîïîðöèîíàëüíû, ïîëó-
÷àåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõ ôóíêöèé óäîâëåòâîðÿåò äâóì êðàåâûì óñëîâèÿì. Áóäåì èñêàòü ðå-
øåíèå íåîäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, ò. å. â âèäå
y = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x).

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé C1(x) è C2(x) :
C ′1(x)y1(x) + C ′2(x)y2(x) = 0, C ′1(x)y′1(x) + C ′2(x)y′2(x) = f(x).
Îòñþäà C ′1(x) = − f(x)y2(x)

W (x) , C ′2(x) = f(x)y1(x)
W (x)

è C1(x) =
x2∫
x

f(t)y2(t)
W (t) dt + c1, C2(x) =

x∫
x1

f(t)y1(t)
W (t) dt + c2, ãäå c1, c2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
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Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå ÄÓ
y(x) = y1(x)

x2∫
x

f(t)y2(t)
W (t) dt + c1y1(x) + y2(x)

x∫
x1

f(t)y1(t)
W (t) dt + c2y2(x).

×òîáû ýòî ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿëî êðàåâûì óñëîâèÿì, äîëæíî áûòü c1 = 0, c2 = 0.
Îáúåäèíèì èíòåãðàëû è ïîëó÷èì, ÷òî G(t, x) =

{
t < x : y1(x)y2(t)

W (t) ; t > x : y1(t)y2(x)
W (t)

}
. •

Ïðèìåð. y′′ − y′ = f(x), y(0) = 0, y′(1) = 0.
13.3. Ñàìîñîïðÿæåííûå ÄÓ
Åñëè îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, òî òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä

ôóíêöèè Ãðèíà.
Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L[y] =

n∑
j=0

pj(x)y(j). Ñîïðÿæåííûì ê íåìó

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L∗[y] =
n∑

j=0

(−1)j(pj(x)y)(j).

Îïåðàòîð L[y] íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè L∗[y] = L[y].
Ïðè n = 2 èìååì L[y] = p2(x)y′′+p1(x)y′+p0(x)y è L∗[y] = (p2(x)y)′′− (p1(x)y)′+p0(x)y. Îòñþäà

âèäíî, ÷òî ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð 2-ãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà p′2(x) = p1(x).

Ëåììà 1. Ëþáîå ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà ìîæíî ïðèâåñòè ê ñàìîñîïðÿ-
æåííîìó âèäó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèì óðàâíåíèå L[y] = 0 íà ôóíêöèþ µ(x) è ïîòðåáóåì, ÷òîáû íîâîå óðàâ-
íåíèå áûëî ñàìîñîïðÿæåííûì. Òîãäà ôóíêöèÿ µ(x) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ [(µ(x)p0(x)]′ =
µ(x)p1(x). Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè ìîæåò áûòü íàéäåíî â êâàä-
ðàòóðàõ. •

Ïîýòîìó ëèíåéíûå ñàìîñîïðÿæåííûå ÄÓ 2-ãî ïîðÿäêà áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå
L[y] = (p(x)y′)′ + q(x)y = 0.

Ëåììà 2. Åñëè L[y] � ñàìîñîïðÿæåííûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð 2-ãî ïîðÿäêà, òî
L[y](x)z(x)− y(x)L[z](x) = [p(x)(y′(x)z(x)− y(x)z′(x))]′ (òîæäåñòâî Ëàãðàíæà).

Äîêàçàòåëüñòâî � íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà. Ðàñêðîåì ñêîáêè ñëåâà è ñïðàâà è ïîëó÷èì îäíî
è òî æå. •

Ñëåäñòâèå.
x2∫
x1

{L[y](t)z(t)− y(t)L[z](t)} dt = [p(x)(y′(x)z(x)− y(x)z′(x))]
∣∣∣
x2

x1

(òîæäåñòâî Ãðèíà).

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî ÄÓ 2-ãî ïîðÿäêà
L[y] = f(x), y(x1) = 0, y(x2) = 0.

Òåîðåìà 2. Åñëè îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå y0(x), òî íåîäíîðîäíàÿ
êðàåâàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

x2∫
x1

f(t) y0(t) dt = 0. Ïðè ýòîì åå ðåøåíèå

èìååò âèä y(x) =
x2∫
x1

f(t)G(t, x) dt, ãäå G(t, x) � îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà.

Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è � ñëåäñòâèå ôîðìóëû Ãðèíà. Åñëè y(x) � ðåøåíèå íåîä-
íîðîäíîé çàäà÷è è y0(x) � ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è, òî L[y] = f(x) è L[y0] = 0, à â ñèëó êðàåâûõ
óñëîâèé â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû Ãðèíà âñå ñëàãàåìûå ðàâíû íóëþ.

Òàê êàê ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî cy0(x),
òî è â îáîáùåííîé ôóíêöèè Ãðèíà äîëæíà ñîäåðæàòüñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ïðèìåð. y′′ + y = f(x), y(0) = 0, y(π) = 0.
13.4. Çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (çàäà÷à Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ)
Ïóñòü L[y] = (p(x)y′)′ + q(x)y � ñàìîñîïðÿæåííûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð è ôóíêöèÿ

r(x) > 0. Çàäà÷à Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (èëè çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ) ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:
íàéòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò íåíóëåâîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è
L[y] + λr(x)y = 0, α1y

′(x1) + β1y(x1) = 0, α2y
′(x2) + β2y(x2) = 0.
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Òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì íåíó-
ëåâûå ðåøåíèÿ çàäà÷è � ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè.

Ïðèìåð. y′′ + λy = 0, y(0) = 0, y(π) = 0. ÑÇ λn = n2, ÑÔ yn(x) = sin nx, n = 1, 2, . . .
Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ÑÇ) è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (ÑÔ).
I. Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ÑÇ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ÑÔ çàäà÷è íà

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.
Äîêàçûâàåòñÿ ýòî òðóäíî. Îäèí èç ñïîñîáîâ � ïåðåéòè ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ ïàðàìåòðîì

λ.
II. Êàæäîìó ÑÇ ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ÑÔ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòå-

ëÿ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÑÇ λ ñîîòâåòñòâóåò äâå ÑÔ y1(x) è y2(x), ïðè÷åì îíè ëèíåéíî

íåçàâèñèìû. Òîãäà, íàïðèìåð ïðè x = x1 èìååì α1y
′
1(x1) + β1y1(x1) = 0, α1y

′
2(x1) + β1y2(x1) = 0.

Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî) ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó ôóíêöèè
íå ìîãóò áûòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. •

Çàìå÷àíèå. Äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ ñ äðóãèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè îäíîìó ÑÇ ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü
íåñêîëüêî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ÑÔ.

Ïðèìåð. y′′ + λy = 0, y(0)− y(2π) = 0, y′(0)− y′(2π) = 0.
III. Åñëè êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä y(x1) = 0, y(x2) = 0 è p(x) ≥ 0, q(x) ≤ 0, òî âñå ÑÇ

çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ïîëîæèòåëüíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òîæäåñòâî (py′n)′ + qyn + λnryn = 0 óìíîæèì íà yn è ïðîèíòåãðèðóåì îò x1 äî

x2. Ïîëó÷èì λn

x2∫
x1

r(x)y2
n(x) dx =

x2∫
x1

p(x)y′2n (x) dx−
x2∫
x1

q(x)y2
n(x) dx. •

IV. ÑÔ yn(x) çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ îáðàçóþò íà îòðåçêå [x1, x2] îðòîãîíàëüíóþ ñ âåñîì
r(x) ñèñòåìó ôóíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L[yn] + λnr(x)yn(x) = 0, L[ym] + λmr(x)ym(x) = 0.
Çàïèøåì òîæäåñòâî Ãðèíà
x2∫
x1

(L[ym](t)yn(t)− ym(t)L[yn](t)) dt = (λn − λm)
x2∫
x1

r(t)ym(t)yn(t) dt =

= p(x)(y′m(x)yn(x)− ym(x)y′n(x))
∣∣∣
x2

x1

= 0. •
V. (Òåîðåìà Ñòåêëîâà). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è óäîâëåòâî-

ðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì, òî îíà ðàçëàãàåòñÿ â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ íà [x1, x2] ðÿä ïî ÑÔ çàäà÷è
Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ.

Áåç äîêàçàòåëüñòâà.

14. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè
Äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (èëè àâòîíîìíîé) íàçûâàþò ñèñòåìó ÄÓ âèäà x′ = f(x), çäåñü x(t) �

èñêîìàÿ n-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ.
Åñëè çàäàíà ñèñòåìà ÄÓ â íîðìàëüíîé ôîðìå x′ = f(t, x), òî âñåãäà ìîæíî ïåðåéòè ê äèíàìè-

÷åñêîé ñèñòåìå, åñëè ââåñòè íîâóþ èñêîìóþ ôóíêöèþ xn+1 = t.
Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì, à ãðà-

ôèêè ðåøåíèé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû � òðàåêòîðèÿìè.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé îáëàñòè ôàçîâîãî

ïðîñòðàíñòâà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà â êàæäîì îãðàíè÷åííîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå,
ñîäåðæàùåìñÿ â ýòîé îáëàñòè. Òîãäà ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó îáëàñòè ïðîõîäèò êàêàÿ-òî òðàåêòîðèÿ,
ïðè÷åì òîëüêî îäíà (çàäà÷à Êîøè èìååò ðåøåíèå, è îíî åäèíñòâåííî).

14.1. Ñâîéñòâà ðåøåíèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
I. Åñëè x = ϕ(t) è x = ψ(t) � äâå òðàåêòîðèè è ϕ(t1) = ψ(t2), òî ψ(t) = ϕ(t + t1 − t2) (åñëè

òðàåêòîðèè èìåþò îáùóþ òî÷êó, òî îíè ñîâïàäàþò).
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x = ϕ(t) � ðåøåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, òî x = ϕ(t+c) � òîæå. Íàéäåì

çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé c òàê, ÷òîáû ϕ(t2 + c) = ϕ(t1). Î÷åâèäíî, c = t1 − t2. Ðåøåíèÿ x = ϕ(t + c) è
x = ψ(t) óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó è òîìó æå óñëîâèþ Êîøè. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè ñîâïàäàþò. •

Ðåøåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû âèäà x = a, a � ïîñòîÿííûé âåêòîð, íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïîêîÿ
(èëè ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ). ßñíî, ÷òî x = a òî÷êà ïîêîÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(a) = 0.
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×èñëî p íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì ðåøåíèÿ x = ϕ(t), åñëè ϕ(t + p) = ϕ(t) ∀t. Áóäåì îáîçíà÷àòü P
ìíîæåñòâî âñåõ ïåðèîäîâ ðåøåíèÿ x = ϕ(t).

II. 1) åñëè p ∈ P , òî −p ∈ P ; 2) åñëè p1, p2 ∈ P , òî p1+p2 ∈ P ; 3) P � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.
Ïåðâûå äâà óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíû. Äîêàæåì òðåòüå. Ïóñòü pn → p0. Òîãäà

ϕ(t + p0) = ϕ(t + lim pn) = lim ϕ(t + pn) = lim ϕ(t) = ϕ(t). •
Ðåøåíèå x = ϕ(t) äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè

1) ∃p > 0 : ϕ(t + p) = ϕ(t) ∀t; 2) ϕ(t1) 6= ϕ(t2) ∀t1, t2 | 0 < |t1 − t2| < p.
Òðàåêòîðèþ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íàçûâàþò öèêëîì.

III. Åñëè òðàåêòîðèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñàìà ñåáÿ ïåðåñåêàåò, òî îíà � èëè öèêë, èëè
òî÷êà ïîêîÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = ϕ(t) � ðåøåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, îïðåäåëåííîå ïðè a < t < b.
Ïóñòü íàéäóòñÿ t1, t2 ∈ (a, b) òàêèå, ÷òî ϕ(t1) = ϕ(t2), ïðè÷åì c = t1 − t2 > 0.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ψ(t) = {a < t < b : ϕ(t); a − c < t ≤ a : ϕ(t + c)}. Ýòà ôóíêöèÿ
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, íî óæå â äðóãîì èíòåðâàëå. Ïðîäîëæèì åå òàêèì
ñïîñîáîì íà âñþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ (−∞, +∞). Òàê êàê ψ(t + c) = ψ(t), òî c � ïåðèîä.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî P âñåõ ïåðèîäîâ ðåøåíèÿ x = ψ(t) (ýòî ìíîæåñòâî � íå ïóñòîå). Âîç-
ìîæíû äâà ñëó÷àÿ: 1) â P íàéäåòñÿ íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî; 2) íå íàéäåòñÿ.

Ïóñòü p0 � íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî â P , ψ(t + p) = ψ(t). Ïóñòü 0 < |t1 − t2| < p0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ψ(t1) = ψ(t2). Òîãäà ψ(t) = ψ(t + t1 − t2) è, ñëåäîâàòåëüíî, t1 − t2 � ïåðèîä,
ìåíüøèé, ÷åì p0. Ïðîòèâîðå÷èå. Â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ x = ψ(t) � öèêë.

Âî âòîðîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäîâ, ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ : pn → 0 ïðè
n → +∞. Âîçüìåì íåêîòîðîå çíà÷åíèå t è ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë αn = t

pn
−

[
t

pn

]
(çäåñü

[ ] � öåëàÿ ÷àñòü). Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà. Ïðè ýòîì lim
{

t−
[

t
pn

]
pn

}
= lim(αnpn) = 0.

×èñëà
[

t
pn

]
pn ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäàìè ðåøåíèÿ x = ψ(t) : ψ(t) = ψ

(
t−

[
t

pn

]
pn

)
. Ïåðåéäåì â ýòîì

ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè n → +∞ è ïîëó÷èì, ÷òî ψ(t) = ψ(0). •
Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû èëè ÿâëÿåòñÿ öèêëîì, èëè òî÷êà

ïîêîÿ, èëè ñàìà ñåáÿ íå ïåðåñåêàåò.
14.2. Òðàåêòîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè
Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèè ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì 2-ãî ïîðÿäêà ñ âåùåñòâåííûìè ïîñòî-

ÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ò. å. ñèñòåì óðàâíåíèé âèäà x′1 = a11x1 + a12x2, x′2 = a21x1 + a22x2.
Ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1, λ2 ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ è ñîîòâåòñòâóþùèì èì ñîáñòâåííûì
âåêòîðàì h1, h2 ïîñòðîèì òðàåêòîðèè íà ïëîñêîñòè.

1) Ïóñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ � âåùåñòâåííûå è ðàçëè÷íûå. Îáùåå ðåøåíèå äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû èìååò âèä x(t) = c1h

1eλ1t + c2h
2eλ2t.

a) Åñëè λ1 < 0, λ2 < 0, òî èìååì ñåìåéñòâî ëèíèé íà ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî
êîîðäèíàò. Ïðè t → +∞ òî÷êà x = ϕ(t) äâèæåòñÿ ïî òðàåêòîðèÿì ê íà÷àëó êîîðäèíàò. Òàêîå
ðàñïîëîæåíèå òðàåêòîðèé íàçûâàþò óñòîé÷èâûì óçëîì.

b) Åñëè λ1 > 0, λ2 > 0, òî ðèñóíîê òî÷íî òàêîé æå, íî ïðè t → +∞ òî÷êà x = ϕ(t) äâèæåòñÿ ïî
òðàåêòîðèÿì îò íà÷àëà êîîðäèíàò â áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó. Òàêîå ðàñïîëîæåíèå òðàåêòîðèé
íàçûâàþò íåóñòîé÷èâûì óçëîì.

c) Åñëè λ1 < 0 < λ2, òî òðàåêòîðèè àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàþòñÿ ê ïðÿìûì, ïîñòðîåííûì êàê
ïðîäîëæåíèå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Òàêîå ðàñïîëîæåíèå òðàåêòîðèé íàçûâàþò ñåäëîì.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èññëåäóþòñÿ îñòàëüíûå âîçìîæíûå ñëó÷àè.
2) Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîìïëåêñíûå � òî÷êà ïîêîÿ è öåíòð.
3) Îäíî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàâíî íóëþ.
4) Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííûå è ðàâíû äðóã äðóãó (êðàòíîå ÑÇ) � ôîêóñ.
14.3. Òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ÄÓ â íîðìàëüíîé ôîðìå x′k = fk(t, x1, . . . , xn), k = 1 . . n (1).

Óñëîâèå Êîøè xk(t0) = x0
k ïîçâîëÿåò èç ìíîæåñòâà âñåõ åå òðàåêòîðèé âûäåëèòü åäèíñòâåííóþ �

ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó.
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Èç òåîðåìû î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îò èñõîäíûõ äàííûõ ñëåäóåò, ÷òî
åñëè íà÷àëüíûå òî÷êè äâóõ òðàåêòîðèé ðàñïîëîæåíû áëèçêî äðóã îò äðóãà, òî ýòè òðàåêòîðèè ìàëî
îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ïðè t > t0, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ t− t0.

Â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé, íà÷àëüíûå òî÷êè êîòîðûõ áëèçêè,
ïðè ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t.

Ðåøåíèå ϕk(t), k = 1 . . n ñèñòåìû ÄÓ (1) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, åñëè
∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0 | |ϕk(t)− xk(t)| < ε, k = 1 . . n ∀t ≥ t0
äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ xk(t), k = 1 . . n ñèñòåìû (1), òàêîãî, ÷òî |ϕk(t0)− xk(t0)| < δ, k = 1 . . n.
Ýòî îïðåäåëåíèå ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî òðàåêòîðèÿ óñòîé÷èâà, åñëè ëþáàÿ äðóãàÿ òðàåêòîðèÿ, íà÷è-
íàþùàÿñÿ â îêðåñòíîñòè åå íà÷àëüíîé òî÷êè, íèãäå íå îòêëîíÿåòñÿ äàëåêî îò íåå.

Åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ðåøåíèå ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì.
Åñëè ðåøåíèå ñèñòåìû (1) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó è, êðîìå òîãî, lim

t→+∞
|ϕk(t)− xk(t)| = 0, k =

1 . . n, òî ýòî ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.
Ïðèìåð. x′ = kx, x(t0) = x0. Ðåøåíèå x(t) = x0e

k(t−t0) óñòîé÷èâî ïðè k ≤ 0, àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî ïðè k < 0 è íåóñòîé÷èâî ïðè k > 0.

Ïîñëå çàìåíû èñêîìîé ôóíêöèè èññëåäîâàíèå íà óñòîé÷èâîñòü íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1)
âñåãäà ìîæíî ñâåñòè ê èññëåäîâàíèþ íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ íîâîé ñèñòåìû.

Òåîðåìà 1. (Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè) Åñëè ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ
v(x1, . . . , xn), óäîâëåòâîðÿþùàÿ â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò óñëîâèÿì
1) v(x1, . . . , xn) ≥ 0 è îáðàùàåòñÿ â íóëü â íà÷àëå êîîðäèíàò;
2) ïðîèçâîäíàÿ âäîëü òðàåêòîðèè dv

dt ≤ 0 ∀t ≥ t0,
òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε > 0 � íåêîòîðîå ÷èñëî. Íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî c > 0, ÷òî ïîâåðõíîñòü
óðîâíÿ v = c ðàñïîëîæåíà âíóòðè ε-îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî δ >
0, ÷òî δ-îêðåñòíîñòü íà÷àëà êîîðäèíàò ðàñïîëîæåíà âíóòðè îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïîâåðõíîñòüþ
óðîâíÿ v = c.

Ôóíêöèÿ v(x1, . . . , xn) âäîëü òðàåêòîðèè íå âîçðàñòàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè v[x(t0)] < c, òî
òðàåêòîðèÿ v[x(t)] íå âûõîäèò çà ïðåäåëû ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ, à òîãäà è çà ïðåäåëû ε-îêðåñòíîñòè
íà÷àëà êîîðäèíàò. •

Ôóíêöèÿ v(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà.
Ïðèìåð 1. x′1 = −x1x

4
2, x′2 = x4

1x2; çäåñü v = x4
1 + x4

2.
Òåîðåìà 2. (Ëÿïóíîâà îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè) Åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

v(x1, . . . , xn), óäîâëåòâîðÿþùàÿ â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò óñëîâèÿì òåîðåìû 1 è, êðîìå
òîãî, óñëîâèþ
3) âíå ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò dv

dt ≤ −β < 0 ∀t ≥ t1 > t0,
òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ, íà÷àëüíàÿ òî÷êà êîòîðîé ëåæèò â
δ-îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò, íå âûõîäèò çà ïðåäåëû ε-îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò. Ôóíêöèÿ
v(x1, . . . , xn) íå âîçðàñòàåò âäîëü òðàåêòîðèè. Ïîýòîìó lim

t→+∞
v(t) = α ≥ 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α > 0.

Òîãäà ïðè t > t0 òðàåêòîðèÿ ðàñïîëîæåíà â îáëàñòè v ≥ α, ò. å. âíå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà
êîîðäèíàò. Èíòåãðèðóåì íåðàâåíñòâî èç óñëîâèÿ 3) îò t1 äî t : v(t) − v(t1) ≤ −β(t − t1). Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ïðè lim

t→+∞
v(t) < 0. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, α = 0. •

Ïðèìåð 2. x′1 = −x3
1 − x2, x′2 = x1 − x3

2; çäåñü v = x2
1 + x2

2.
Òåîðåìà 3. (×åòàåâà î íåóñòîé÷èâîñòè) Åñëè ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ

v(x1, . . . , xn), óäîâëåòâîðÿþùàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò óñëîâèÿì:
1) â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò ñóùåñòâóåò îáëàñòü, â êîòîðîé v > 0 è
íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè v = 0;
2) dv

dt ≥ β > 0 â îáëàñòè, ãäå v ≥ α > 0,
òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) íåóñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íà÷àëüíàÿ òî÷êà òðàåêòîðèè x(t0) ïðèíàäëåæèò ñêîëü óãîäíî ìàëîé
îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò, v[x(t0)] = α > 0. Ïî óñëîâèþ 2) ôóíêöèÿ v âäîëü òðàåêòîðèè íå
óáûâàåò.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðàåêòîðèÿ íå âûõîäèò çà ïðåäåëû îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò. Èíòåãðè-
ðóåì íåðàâåíñòâî èç óñëîâèÿ 2) : v(t) − v(t0) ≥ β(t − t0). Ïðè t → +∞ ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ v(t)
íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò. Ïðîòèâîðå÷èå. •

Ïðèìåð 3. x′1 = x5
1 + x3

2, x′2 = x3
1 + x5

2; çäåñü v = x4
1 − x4

2.

15. Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè 1-ãî ïîðÿäêà
Óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè 1-ãî ïîðÿäêà èìååò âèä F

(
x1, . . . , xn, u,

∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xn

)
= 0,

çäåñü u = u(x1, . . . , xn) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò n íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.
15.1. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè 1-ãî ïîðÿäêà
Ëèíåéíûì óðàâíåíèåì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè 1-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

a1(x1, . . . , xn)
∂u

∂x1
+ . . . + an(x1, . . . , xn)

∂u

∂xn
= 0 (1).

Åìó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ ÄÓ â ñèììåòðè÷åñêîé ôîðìå
dx1

a1(x1, . . . , xn)
= . . . =

dxn

an(x1, . . . , xn)
(2).

Ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (2) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ϕ(x1, . . . , xn), ïðèíèìàþùàÿ ïîñòîÿííûå
çíà÷åíèÿ íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû. Åñëè ϕ(x1, . . . , xn) = c � ðåøåíèå ñèñòåìû (2), òî ôóíêöèÿ
ϕ(x1, . . . , xn) � ïåðâûé èíòåãðàë.

Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ u = ψ(x1, . . . , xn) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ðåøåíèå ñèñòåìû (2) â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå xj = xj(t) è âû÷èñëèì
ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè ψ(t) = ψ(x1(t), . . . , xn(t)) ïî ïàðàìåòðó t (ïðîèçâîäíóþ ïåðâîãî èíòåãðàëà
âäîëü òðàåêòîðèè). Åå âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ ëåâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ (1). Åñëè ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà
íóëþ, òî ôóíêöèÿ ïîñòîÿííà, è íàîáîðîò. •

Ïåðâûå èíòåãðàëû ϕj(x1, . . . , xn), j = 1..n− 1 íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè ÿêîáèàí
D(ϕ1, . . . , ϕn−1)
D(x1, . . . , xn−1)

6= 0.

Òåîðåìà 2. Åñëè ϕj(x1, . . . , xn), j = 1..n − 1 � íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû (2),
òî ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) u = F (ϕ1, . . . , ϕn−1), ãäå F (y1, . . . , yn−1) � íåêîòîðàÿ äèôôåðåí-
öèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî çàïèñàòü ñèñòåìó èç óðàâíåíèé (1) äëÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ è äëÿ èñêî-
ìîãî ðåøåíèÿ, à çàòåì ïðèìåíèòü òåîðåìó î íåÿâíîé ôóíêöèè. •

Ïðèìåð 1. (x2 − x3)
∂u

∂x1
+ (x3 − x1)

∂u

∂x2
+ (x1 − x2)

∂u

∂x3
= 0. Ïåðâûå èíòåãðàëû x1 + x2 + x3 è

x2
1 + x2

2 + x2
3.

Åñëè çàäàòü íåêîòîðîå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, íàïðèìåð, óñëîâèå Êîøè, òî ôóíêöèÿ F â ðå-
øåíèè óðàâíåíèÿ (1) ìîæåò áûòü íàéäåíà.

Ïðèìåð 2. cos y
∂u

∂x
+ cosx

∂u

∂y
= 0, u(0, y) = sin y. Îòâåò: u = sin y − sin x.

15.2. Êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè 1-ãî ïîðÿäêà
Êâàçèëèíåéíûì óðàâíåíèåì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè 1-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

a1(x1, . . . , xn, u)
∂u

∂x1
+ . . . + an(x1, . . . , xn, u)

∂u

∂xn
= a0(x1, . . . , xn, u) (3).

Òåîðåìà 3. Êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïðèâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó
óðàâíåíèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) êàê íåÿâíóþ ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþ-
ùóþ óðàâíåíèþ v(x1, . . . , xn, u) = 0. Íàéäåì îòñþäà ïðîèçâîäíûå ∂u

∂xj
= − ∂v

∂xj
/
∂v

∂u
è ïîäñòàâèì â

óðàâíåíèå (3). Ïîëó÷èì ëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ íîâîé èñêîìîé ôóíêöèè v. Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà â ñèììåòðè÷åñêîé ôîðìå
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dx1

a1(x1, . . . , xn, u)
= . . . =

dxn

an(x1, . . . , xn, u)
=

du

a0(x1, . . . , xn, u)
(4). •

Ñëåäñòâèå. Ëþáîå ðåøåíèå êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ äàåò ôîðìóëà
Ψ(ϕ1(x1, . . . , xn, u), . . . , ϕn(x1, . . . , xn, u)) = 0, ãäå ϕn(x1, . . . , xn, u), j = 1 . . n, � íåçàâèñèìûå ïåðâûå
èíòåãðàëû ñèñòåìû (4).

Ïðèìåð. y
∂u

∂x
= u. Îáùåå ðåøåíèå F

(
y, x

y − ln u
)

= 0.
Óñëîâèå Êîøè äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ: u = f(x1, . . . , xn−1) ïðè xn = a.
Ïðèìåð. x

∂u

∂x
− u

∂u

∂y
= 0, u(1, y) = 2y. Îòâåò: u = −2u

(
ln x− y

u

)
.

16. Îñíîâû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ
Çàäà÷è âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ (ÂÈ) � çàäà÷è ïîèñêà ýêñòðåìóìîâ èíòåãðàëüíûõ ôóíêöèî-

íàëîâ, ïîäèíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ êîòîðûõ ñîäåðæàò èñêîìóþ ôóíêöèþ è åå ïðîèçâîäíûå.

Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à ÂÈ : F [y] =
b∫

a

f(x, y, y′) dx → extr, y(a) = A, y(b) = B. Çäåñü y = y(x)

� èñêîìàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà [a, b], A è B � çàäàííûå ÷èñëà. Áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y, y′) èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.

Ïóñòü h = h(x) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Âàðèàöèåé ôóíêöèîíàëà F ïî íà-
ïðàâëåíèþ h íàçûâàåòñÿ δF [y;h] = lim

λ→0

d

dλ
F [y +λh]. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå ôóíêöèè h(x), ÷òî

h(a) = h(b) = 0.
Ëåììà 1. Åñëè ôóíêöèÿ y0(x) äîñòàâëÿåò ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëó F [y] è ñóùå-

ñòâóåò âàðèàöèÿ δF [y0;h], òî δF [y0; h] = 0 ∀h.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ G(λ) = F [y0 + λh]. Åñëè y0 � òî÷êà ýêñòðåìóìà ôóíêöè-

îíàëà, òî ó ýòîé ôóíêöèè ýêñòðåìóì ïðè λ = 0. •

Ëåììà 2. Åñëè g(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è
b∫

a

g(x)h(x) dx = 0 ïðè ëþáîé íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè h(x), òî g(x) = 0 ∀x ∈ [a, b].
Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g(x0) 6= 0. Ïîñòðîèì òàêóþ ôóíêöèþ h(x),

÷òî èíòåãðàë îò g(x)h(x) áóäåò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûì. •
Òåîðåìà. Åñëè y(x) � ðåøåíèå ïðîñòåéøåé çàäà÷è ÂÈ, òî ýòà ôóíêöèÿ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Ýéëåðà ∂f

∂y
− d

dx

∂f

∂y′
= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì âàðèàöèþ ôóíêöèîíàëà â ïðîñòåéøåé çàäà÷å è ïðèðàâíÿåì åå íó-
ëþ. Ïðåîáðàçóåì ñëàãàåìîå ñ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè h(x) ïî ôîðìóëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.
Ïðèìåíèì ëåììó 2. •

Ïîëó÷èëè, ÷òî ðåøåíèå ïðîñòåéøåé çàäà÷è ÂÈ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ÄÓ 2-ãî
ïîðÿäêà.

Çàäà÷à. Íàéòè ëèíèþ íàèìåíüøåé äëèíû, ñîåäèíÿþùóþ äâå çàäàííûå òî÷êè. Èìååì ïðîñòåé-

øóþ çàäà÷ó ÂÈ
b∫

a

√
1 + [y′(x)]2 dx → min, y(a) = A, y(b) = B.

Ýòî ïîêà âñå :-( PNB
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