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Ïðåäèñëîâèå

Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç âîçíèê ïðè îáîáùåíèè íà áîëåå àáñòðàêòíûé óðî-
âåíü ïîíÿòèé è óòâåðæäåíèé ëèíåéíîé àëãåáðû, ãåîìåòðèè è ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà. Ìîæíî èçó÷àòü åãî êàê ñòðîãóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ òåîðèþ, íî íå ìåíåå
èíòåðåñíî èçâëåêàòü èç àáñòðàêòíûõ óòâåðæäåíèé ñëåäñòâèÿ, íóæíûå ïðè ðå-
øåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷. Ïðèêëàäíîé ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç îðèåíòèðîâàí
èìåííî íà ïîñëåäíåå.

Íà ñîäåðæàíèå êíèã ïî ÔÀ âëèÿþò íàó÷íûå èíòåðåñû àâòîðîâ. Â äàííîì
ó÷åáíîì ïîñîáèè èçó÷àþòñÿ ëèíåéíûå îïåðàòîðû è ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, îáîá-
ùàþùèå òàêèå áàçîâûå îáúåêòû ìàòåìàòèêè êàê ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé è ëèíåéíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ïðèíÿòû äâà ïðèíöè-
ïà èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà: 1) ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè èñõîäíûå ïðåäïîëîæåíèÿ
äîëæíû áûòü ìèíèìàëüíûìè, äàæå, ìîæåò áûòü, â óùåðá êðàòêîñòè äîêàçà-
òåëüñòâ; 2) êàæäîå íîâîå ïîíÿòèå èëè óòâåðæäåíèå äîëæíû áûòü îáîáùåíèåì
íà íîâûé óðîâåíü ÷åãî-ëèáî óæå èçâåñòíîãî.

Â ïåðâîé ãëàâå ïîñòðîåíà àáñòðàêòíàÿ òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè ëèíåéíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ è ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ïðè÷åì â ñëó÷àå, êîãäà â ïðîñòðàíñòâàõ íå
îïðåäåëåíà íîðìà, íå òðåáóåòñÿ èõ ïîëíîòà è äàæå íå ââîäèòñÿ ÿâíî òîïîëîãèÿ.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ Íåòåðà, êîòîðûå
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþ-
ùèõ â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, è èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Òðåòüÿ ãëàâà ñîäåðæèò îñíîâû òåîðèè àáñòðàêòíûõ ïðèáëèæåííûõ ñõåì, êî-
òîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè îáîñíîâàíèè ðàçëè÷íûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è, äëÿ ðå-
øåíèÿ êîòîðûõ ïðèìåíÿþòñÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåäûäóùèõ ãëàâ.

Ó÷åáíîå ïîñîáèå íàïèñàíî ïî ìàòåðèàëàì êóðñîâ ëåêöèé, êîòîðûå àâòîð ÷è-
òàë è ÷èòàåò äëÿ áàêàëàâðîâ è ìàãèñòðàíòîâ Èíñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòå-
ìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé Êàçàíñêîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà.

PNB
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Ãëàâà 1. Òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè

Êàê èçâåñòíî èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû, â òåîðåìàõ î ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ó÷àñòâóþò ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñ òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðè-
öåé. Àáñòðàêòíàÿ òåîðèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ïî àíà-
ëîãèè, íà îñíîâå äâîéñòâåííîñòè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ è ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ. Ìû èñïîëüçóåì àëãåáðàè÷åñêèé âàðèàíò òåîðèè äâîéñòâåííîñòè, êîãäà â
ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ íå îïðåäåëåíà íîðìà, íå òðåáóåòñÿ èõ ïîëíîòà è äàæå
íå ââîäèòñÿ ÿâíî òîïîëîãèÿ.

1. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ

Ðàçóìååòñÿ, ÷èòàòåëü çíàêîì ñ ýëåìåíòàðíûìè ïîíÿòèÿìè ñîâðåìåííîé ìà-
òåìàòèêè.

Êàê èçâåñòíî, ìíîæåñòâà ñîñòîÿò èç ýëåìåíòîâ. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáùå-
ïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ: x ∈ X � ýëåìåíò x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X, è y /∈ Y �
ýëåìåíò y íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Y. Ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì
ìíîæåñòâà B, åñëè êàæäûé ýëåìåíò A ïðèíàäëåæèò òàêæå è B, îáîçíà÷àåòñÿ
ýòî A ⊂ B. Ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ ñîäåðæèòñÿ â ëþáîì äðóãîì ìíîæåñòâå.

Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A∪B ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõñÿ èëè â A,
èëè â B. Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ A ∩ B ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõñÿ è â
A, è â B. Ìíîæåñòâî A\B � äîïîëíåíèå B äî A � ñîñòîèò èç òåõ ýëåìåíòîâ A,
êîòîðûå íå ñîäåðæàòñÿ â B.

Íàèáîëåå ÷àñòî â äàëüíåéøåì áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ìíîæåñòâà âåùåñòâåí-
íûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ìíîæåñòâà âåêòîðîâ è ìíîæåñòâà ìàòðèö, ìíîæåñòâà
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ìíîæåñòâà ôóíêöèé.

Äâà ìíîæåñòâà ðàâíû, åñëè îíè ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ. Îáû÷-
íî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðàâåíñòâà A = B äâóõ ìíîæåñòâ ïðîâåðÿþòñÿ âêëþ÷å-
íèÿ: A ⊂ B è B ⊂ A.
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Äâà ìíîæåñòâà ýêâèâàëåíòíû, åñëè ìåæäó èõ ýëåìåíòàìè ìîæíî óñòàíî-
âèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Íàïðèìåð, ýêâèâàëåíòíû ìíîæåñòâî
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è ìíîæåñòâî äâóìåðíûõ âåêòîðîâ.

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ X×Y � ýòî ìíîæåñòâî ïàð x, y ýëåìåíòîâ
x ∈ X è y ∈ Y (ïîðÿäîê èõ ñëåäîâàíèÿ â ïàðå ôèêñèðîâàí). ×àñòî ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ îäèíàêîâûõ ìíîæåñòâ. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, íàïðèìåð,
ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì íåñêîëüêèõ ìíîæåñòâ ÷èñåë.

Ïóñòü X è Y � äâà ìíîæåñòâà. Ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå F , äåé-
ñòâóþùåå èç X â Y, åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó x èç íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà
ìíîæåñòâà X ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå êàêîé-òî ýëåìåíò y ∈ Y. Ïðèíÿòû îáî-
çíà÷åíèÿ: F : X → Y (îòîáðàæåíèå äåéñòâóåò) è F : x 7→ y (ñòàâèò â
ñîîòâåòñòâèå).

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X, ó÷àñòâóþùèå â òàêîì ñîîòâåòñòâèè, îáðàçóþò ìíî-
æåñòâî îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ F , ýòî ìíîæåñòâî îáîçíà÷àþò D(F ). Ñîîò-
âåòñòâóþùèå èì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Y îáðàçóþò ìíîæåñòâî çíà÷åíèé îòîáðà-
æåíèÿ F , îáîçíà÷àåòñÿ R(F ). Èíûìè ñëîâàìè, R(F ) = {y ∈ Y | y = F (x), x ∈
D(F )}. Òàêèì îáðàçîì F : D(F ) → R(F ) (îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò îäíî ìíî-
æåñòâî â äðóãîå ìíîæåñòâî).

×àùå âñåãî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî D(F ) = X, íî â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå îáÿ-
çàòåëüíî. Ïîýòîìó ïðè D(F ) 6= X áóäåì óòî÷íÿòü ýòî òàê: "îòîáðàæåíèå F íà
D(F )".

Âìåñòî ñëîâà "îòîáðàæåíèå" ÷àñòî èñïîëüçóþò ñëîâî "ôóíêöèÿ", íî îáû÷íî
â ñëó÷àÿõ, êîãäà X è Y � ìíîæåñòâà ÷èñåë èëè âåêòîðîâ, èëè "îïåðàòîð" (÷à-
ùå âñåãî òîãäà, êîãäà â ìíîæåñòâàõ ââåäåíû íåêîòîðûå îòíîøåíèÿ ìåæäó ýëå-
ìåíòàìè è òàêèå ìíîæåñòâà íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâàìè). Åñëè Y � ìíîæåñòâî
÷èñåë, èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí "ôóíêöèîíàë" (ïðè ýòîì íå ñóùåñòâåííî, êàêîâà
ïðèðîäà ìíîæåñòâà X).

Åñëè F : X → Y, òî êàæäîìó ýëåìåíòó y ∈ R(F ) ìîæíî ïîñòàâèòü â
ñîîòâåòñòâèå õîòÿ áû îäèí òàêîé ýëåìåíò x ∈ D(F ), ÷òî F : x 7→ y. Ïîýòîìó
âñåãäà èìååòñÿ õîòÿ áû îäíî òàêîå îòîáðàæåíèå F−1

r : Y → X íà R(F ), ÷òî
F (F−1

r (y)) = y ∀y ∈ R(F ). Äàæå åñëè F : x1 7→ y è F : x2 7→ y, òî ïðè
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îïðåäåëåíèè F−1
r ìîæíî y ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ëþáîé èç ýëåìåíòîâ x1 è x2.

Òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ïðàâûì îáðàòíûì ê F íà R(F ) îòîáðàæåíèåì.
Ïðè ýòîì R(F−1

r ) ⊂ D(F ).
Îòîáðàæåíèå F−1

l : Y → X íà R(F ) íàçûâàåòñÿ ëåâûì îáðàòíûì ê F íà
R(F ) îòîáðàæåíèåì, åñëè F−1

l (F (x)) = x ∀x ∈ D(F ). Ëåâîå îáðàòíîå îòîáðà-
æåíèå ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè îòîáðàæåíèè F ðàçëè÷íûì
ýëåìåíòàì X ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû Y, òî åñòü ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó D(F ) è R(F ) âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè F (x1) = y è
F (x2) = y ïðè x1 6= x2, òî íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå F−1

l òàê, ÷òîáû
ðàâåíñòâà (F−1

l (F (x1)) = x1 è (F−1
l (F (x2)) = x2 âûïîëíÿëèñü îäíîâðåìåííî.

Åñëè ëåâîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ñóùåñòâóåò, òî îíî îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷-
íî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëåâîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå áóäåò îäíîâðåìåííî è ïðà-
âûì îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðàâîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå
áóäåò îäíîâðåìåííî ëåâûì îáðàòíûì òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îíî åäèíñòâåí-
íîå. Ïðè ýòîì R(F−1

r ) = D(F ). Ïîýòîìó ïðè âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè
ìåæäó D(F ) è R(F ) äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü äâóñòîðîííåå îáðàòíîå îòîá-
ðàæåíèå F−1 : Y → X ê F íà R(F ) (ãîâîðÿò òàêæå: îáðàòíîå îòîáðàæå-
íèå). Ýòî îòîáðàæåíèå áóäåò è ëåâûì îáðàòíûì, è ïðàâûì îáðàòíûì, ïðè÷åì
D(F−1) = R(F ), R(F−1) = D(F ).

2. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà è ëèíåéíûå îïåðàòîðû

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå áàçîâûå ïîíÿòèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíà-
ëèçà.

Âåùåñòâåííûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàþò íåïóñòîå ìíîæåñòâî
ýëåìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà âåùå-
ñòâåííîå ÷èñëî ñ ïðèâû÷íûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè (àêñèîìàìè):
1) x + y = y + x;
2) x + (y + z) = (x + y) + z;
3) 0 � òàêîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà, ÷òî x + 0 = x;
4) λ(µx) = (λµ)x;
5) 1 · x = x, 0 · x = x;
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6) λ(x + y) = λx + λy;
7) (λ + µ)x = λx + µx.
Çäåñü è äàëåå â àíàëîãè÷íûõ ôîðìóëàõ ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî îíè âûïîëíÿþòñÿ
äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y, z è ëþáûõ ÷èñåë λ, µ.

Òî÷íî òàê æå îïðåäåëÿåòñÿ êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî èëè ëèíåé-
íîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì ñêàëÿðîâ K.

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè x1, x2 ∈ X, λ1, λ2 � ÷èñëà, òî
λ1x1 + λ2x2 � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýëåìåíòîâ x1, x2 ñ êîýôôèöèåíòàìè λ1, λ2.
Ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé íåêîòîðîãî íàáîðà ýëåìåí-
òîâ íàçûâàþò èõ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé.

Íåïóñòîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþò ëèíåé-
íûì ìíîæåñòâîì, åñëè ýòîìó ìíîæåñòâó ïðèíàäëåæèò êàæäàÿ ëèíåéíàÿ êîì-
áèíàöèÿ ëþáûõ åãî ýëåìåíòîâ. Ëèíåéíîå ìíîæåñòâî ñàìî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
ïðîñòðàíñòâîì (ïîäïðîñòðàíñòâîì èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà). Íóëåâîé ýëåìåíò
ñîäåðæèòñÿ â ëþáîì ëèíåéíîì ìíîæåñòâå.

Íå ðàâíûå íóëþ ýëåìåíòû x1, . . . , xn íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, åñëè
õîòÿ áû îäèí èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Íå
ðàâíûå íóëþ ýëåìåíòû x1, . . . , xn ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî
íåçàâèñèìûìè, åñëè èç λ1x1 + . . . + λnxn = 0 ñëåäóåò λ1 = 0, . . . , λn = 0.

Ïóñòü X è Y � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå A èç X â Y íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, åñëè 1) D(A) � ëèíåéíîå ìíîæåñòâî; 2) A(λ1x1 +λ2x2) =

λ1Ax1 + λ2Ax2 ∀λ1, λ2 ∈ K, ∀x1, x2 ∈ X. Âìåñòî A(x) ïðèíÿòî ïèñàòü ïðîñòî
Ax.

Äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ìíîæåñòâà D(A) è R(A) � ëèíåéíûå. Ïåðâîå � ïî
îïðåäåëåíèþ, à ëèíåéíîñòü R(A) ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ. Òàêæå ëèíåéíûì ìíîæå-
ñòâîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî íóëåé îòîáðàæåíèÿ (èëè ÿäðî), îíî îáîçíà÷àåòñÿ
N(A) è ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ D(A), êîòîðûå ïåðåâîäÿòñÿ â íóëåâîé ýëåìåíò.
ßñíî, ÷òî íóëåâîé ýëåìåíò X ïåðåõîäèò â íóëåâîé ýëåìåíò Y.

Òàê êàê ëèíåéíîå ìíîæåñòâî D(A) ñàìî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì,
òî ÷àñòî ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð èç X â Y îïðåäåëåí íà âñåì
ïðîñòðàíñòâå X. Áóäåì ñ÷èòàòü â äàëüíåéøåì, ÷òî ïî óìîë÷àíèþ ìíîæåñòâà
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îïðåäåëåíèÿ âñåõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé (ôóíêöèîíàëîâ è îïåðàòîðîâ) ñîâïà-
äàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Óòî÷íèì, êàê äåéñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X→ Y. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
D(A) è R(A) âçàèìíî îäíîçíà÷íîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà N(A) = {0}. Åñëè
N(A) 6= {0}, òî êàæäîìó ýëåìåíòó R(A) ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ
D(A), ðàçíîñòü ìåæäó êîòîðûìè ïðèíàäëåæèò N(A).

Äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A òàêæå âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ïðàâîå îáðàòíîå
îòîáðàæåíèå A−1

r , íî â îáùåì ñëó÷àå íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Êðîìå òîãî,
ïðàâîå îòîáðàæåíèå íå îáÿçàòåëüíî áóäåò ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Åñëè æå ñó-
ùåñòâóåò ëåâîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, òî îíî îïðåäå-
ëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî è òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì.

3. Ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

Âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñî ñêàëÿð-
íûì ïðîèçâåäåíèåì, åñëè êàæäîé ïàðå åãî ýëåìåíòîâ x è y ïîñòàâëåíî â ñîîòâåò-
ñòâèå âåùåñòâåííîå ÷èñëî (x, y) è âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ (àêñèîìû):
1) (x, x) ≥ 0; (x, x) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0;
2) (y, x) = (x, y);
3) (λx, y) = λ (x, y);
4) (x + y, z) = (x, y) + (y, z).
Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, êàê è ïðè îïðåäåëåíèè ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, ÷òî
x, y, z � ëþáûå ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà.

×èñëî (x, y) íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòîâ x è y.
Åñëè â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X ââåäåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, òî ôàêòè-

÷åñêè çàäàí ôóíêöèîíàë íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè X×X. Ýòîò ôóíêöèîíàë
� áèëèíåéíûé, òî åñòü ëèíåéíûé ïî àðãóìåíòó x è ëèíåéíûé ïî àðãóìåíòó y.

Â êîìïëåêñíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå (x, y) � êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Àêñèîìà
2) çàìåíÿåòñÿ íà
2) (y, x) = (x, y);
çäåñü ÷åðòà ñâåðõó � êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, â âåùåñòâåííîì
ñëó÷àå (x, λ y) = λ (x, y), íî â êîìïëåêñíîì (x, λ y) = λ (x, y). Òåì íå ìåíåå, âñå-
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ãäà (x, y + z) = (x, y)+ (x, z). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â êîìïëåêñíîì ëèíåéíîì
ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ïîëóòîðàëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì.

Âåùåñòâåííûå ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ÷àñòî íàçûâàþò
åâêëèäîâûìè, à êîìïëåêñíûå � óíèòàðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Åñëè (x, y) = 0, òî ýëåìåíòû x è y íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, îáû÷íî ýòî
îáîçíà÷àåòñÿ x ⊥ y.

Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ (íå ñîäåðæàùàÿ íóëåâîé ýëåìåíò) íàçûâàåòñÿ îðòîãî-
íàëüíîé, åñëè (xj, xk) = 0 ïðè j 6= k è îðòîíîðìèðîâàííîé, åñëè äîïîëíèòåëüíî
(xj, xj) = 1 ïðè j = 1 . . n.

3.1. Åñëè ñèñòåìà ýëåìåíòîâ îðòîãîíàëüíà, òî ýòè ýëåìåíòû ëèíåéíî
íåçàâèñèìû.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü λ1x1 + . . . + λnxn = 0. Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà
ñêàëÿðíî íà xk è ïîëó÷èì λk(xk, xk) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî λk = 0 ïðè
êàæäîì k = 1 . . n. •

3.2. Ïî ëþáîé ñèñòåìå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî ïîñòðî-
èòü îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1, . . . , an � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ýëåìåíòû. Âñå îíè
íåíóëåâûå ïî îïðåäåëåíèþ. Ïóñòü x1 = a1. Âûáåðåì ÷èñëî λ1 â âûðàæåíèè
x2 = a2−λ1x1 òàê, ÷òîáû ýëåìåíò x2 áûë îðòîãîíàëåí ýëåìåíòó x1. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî λ1 = (a2, x1)/(x1, x1). Âûáåðåì ÷èñëà λ1 è λ2 òàê, ÷òîáû ýëåìåíò x3 = a3 −
λ1x1 − λ2x2 áûë îðòîãîíàëåí ýëåìåíòàì x1 è x2. ßñíî, ÷òî λ1 = (a3, x1)/(x1, x1)

è λ2 = (a3, x2)/(x2, x2). È òàê äàëåå . . . Íà ïîñëåäíåì øàãå àëãîðèòìà, êîòîðûé
íàçûâàþò ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Øìèäòà, ïîëó÷èì

xn = an −
n−1∑

j=1

λjxj, ãäå λj = (an, xj)/(xj, xj).

Îòìåòèì, ÷òî ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåí ïî èí-
äóêöèè è íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, à òî÷íåå íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëå-
ìåíòîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïî ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ýëåìåíòàì a1, . . . , an ïî-
ñòðîåíà ñèñòåìà îðòîãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ x1, . . . , xn. Äîáàâèì ê ïåðâîé ñèñòåìå
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ýëåìåíò an+1. Òîãäà

xn+1 = an+1 −
n∑

j=1

λjxj, ãäå λj = (an, xj)/(xj, xj). •

4. Äâîéñòâåííûå ïðîñòðàíñòâà è äâîéñòâåííûå îïåðàòîðû

Ïóñòü X è X′ � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Åñëè íà X × X′ çàäàí íåêîòîðûé
áèëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî X è X′ � äâîéñòâåííûå ïðî-
ñòðàíñòâà.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà íà ýëåìåíòàõ äâîéñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâ áóäåì îáî-
çíà÷àòü < x, x′ > è áóäåì íàçûâàòü ÷èñëî < x, x′ > áèñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
ýëåìåíòîâ x ∈ X è x′ ∈ X ′.

Â äâîéñòâåííîé ïàðå X, X ′ îáà ïðîñòðàíñòâà ðàâíîïðàâíû. Êàê ÷àñòíûé
ñëó÷àé, ïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü äâîéñòâåííî ñàìî ñåáå. Ëþáîå âåùåñòâåííîå
ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâîéñòâåííî ñàìî ñåáå îòíîñèòåëüíî
áèëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà < x, x′ >= (x, x′).

Îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ ìîæåò áûòü ââåäåíî ðàç-
ëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íî íå âñå ñïîñîáû ðàâíîöåííû.

Äâîéñòâåííîñòü íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè èç < x, x′ >= 0 ∀x′ ∈ X′

ñëåäóåò, ÷òî x = 0, è èç < x, x′ >= 0 ∀x ∈ X ñëåäóåò, ÷òî x′ = 0. Â äàëüíåéøåì
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè âñåãäà âûïîëíåíî.

Åñëè äâîéñòâåííîñòü íåâûðîæäåííàÿ è < x1, x
′ >=< x2, x

′ > ∀x′ ∈ X′, òî
x1 = x2.

Äâîéñòâåííîñòü íåâûðîæäåííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀x 6= 0 ∃x′| <
x, x′ >6= 0 è ∀x′ 6= 0 ∃x | < x, x′ >6= 0.

Óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè â îïðåäåëåííîì ñìûñëå âûðàâíèâàåò ñâîéñòâà
äâîéñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâ. Ìîæíî, íàïðèìåð, óñòàíîâèòü äâîéñòâåííîñòü ìåæ-
äó ïðîñòðàíñòâîì âåêòîðîâ (x1, . . . , xn) è ìíîæåñòâîì ñêàëÿðîâ x′ ñ ïîìîùüþ
áèëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà < x, x′ >= x1x

′. Íî òàêàÿ äâîéñòâåííîñòü, î÷åâèäíî,
íå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé.
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Åñëè óñòàíîâëåíà äâîéñòâåííîñòü ìåæäó ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè X è
X′, òî êàæäîìó ýëåìåíòó x′ ∈ X′ ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííûé íà X ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë x 7→< x, x′ >. Êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ X òàêæå ñîîòâåòñòâóåò
îïðåäåëåííûé íà X′ ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë x′ 7→< x, x′ >. Î÷åâèäíî, òàêèå
îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè. Íî ëþáîé ëè ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà X
äåéñòâóåò èìåííî òàê?

Ïóñòü X, X′ è Y, Y′ � äâîéñòâåííûå ïàðû ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ, A : X→ Y
� ëèíåéíûé îïåðàòîð. Îïåðàòîð A′ : Y′ → X′ íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì ê A,
åñëè

< x, A′y′ >=< Ax, y′ > ∀x ∈ X, ∀ y′ ∈ Y′.

Â äàëüíåéøåì áóäåò óäîáíåå èìåòü äåëî ñ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè A : X→
Y′ è A′ : Y→ X′, â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå äâîéñòâåííîñòè èìååò âèä

< x, A′y >=< y, Ax > ∀x ∈ X, ∀ y ∈ Y.

Åñëè A : X→ X è A′ : X′ → X′, òî < x, A′x′ >=< Ax, x′ > ∀ x ∈ X, ∀x′ ∈ X′.

Â îáùåì ñëó÷àå îïåðàòîð, äâîéñòâåííûé ê ëèíåéíîìó îïåðàòîðó, íå âñåãäà
ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè A : X → Y′, òî îïåðàòîð A′ îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýëåìåíòó y ∈ Y ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå òàêîé ýëåìåíò
x′ ∈ X′, ÷òî < x, x′ >=< y,Ax > ∀x ∈ X. Íåò îñíîâàíèé óòâåðæäàòü, ÷òî ýòîò
ýëåìåíò x′ ìîæåò áûòü íàéäåí.

Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ äâîéñòâåííîãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå (äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íà äâîéñòâåííóþ ïàðó X,
X′): äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà f íà X íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò x′ ∈ X′,
÷òî < x, x′ >= f(x) ∀x ∈ X.

4.1. Åñëè äâîéñòâåííûå îïåðàòîðû ñóùåñòâóþò, òî
1) (A + B)′ = A′ + B′;
2) (kA)′ = kA′;
3) (BA)′ = A′B′;
4) (A′)′ = A;
5) I ′ = I (I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A è B � ëèíåéíûå îïåðàòîðû èç X â Y′. Ïóñòü ñó-
ùåñòâóþò äâîéñòâåííûå îïåðàòîðû A′ è B′, ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà
< x, A′y >=< y, Ax > è < x, B′y >=< y, Bx > ∀x ∈ X, ∀ y ∈ Y. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî < x, (A′ + B′)y >=< y, (A + B)x >. Òîãäà A′ + B′ � îïåðàòîð,
äâîéñòâåííûé ê ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A + B.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ îñòàëüíûå ðàâåíñòâà. Íàïðèìåð, ïóñòü A : X→
Y′, A′ : Y → X′ è B : Y′ → Z, B′ : Z′ → Y � äâå ïàðû äâîéñòâåííûõ
îïåðàòîðîâ, ïðè ýòîì < x, A′y >=< y, Ax > è < By′, z′ >=< B′z′, y′ >. Òîãäà
< x,A′B′z′ >=< B′z′, Ax >=< BAx, z′ >, òî åñòü îïåðàòîð A′B′ : Z′ → X′

ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì ê îïåðàòîðó BA : X→ Z.
Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî Y = X, Y′ = X′ è I : X → X.

•
4.2. Ïóñòü X = X′ = Y = Y′ = C([a, b]), è îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè

çàäàíî ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî áèëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà

< x, x′ >=

b∫

a

x(t)x′(t) dt.

Åñëè k(τ, t) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî

A : x(t) 7→ x(t) +

b∫

a

x(τ) k(τ, t) dτ è A′ : y(t) 7→ y(t) +

b∫

a

y(τ) k(t, τ) dτ

� äâîéñòâåííûå îïåðàòîðû.

Äåéñòâèòåëüíî,

< x, A′y >=

b∫

a

x(t)
(
y(t) +

b∫

a

y(τ) k(t, τ) dτ
)

dt =

=

b∫

a

x(t) y(t) dt +

b∫

a

y(τ)
( b∫

a

x(t) k(t, τ) dt
)

dτ

è, åñëè ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè ïåðåìåííûå t è τ âî âòîðîì ñëàãàåìîì,

< x, A′y >=

b∫

a

y(t)
(
x(t) +

b∫

a

x(τ) k(τ, t) dτ
)

dt =< y,Ax > . •
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Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå äâîéñòâåííîé ïàðîé îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîãî èíòå-
ãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà áóäåò òàêæå ëþáàÿ ïàðà ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé, ïðîèç-
âåäåíèå ýëåìåíòîâ êîòîðûõ èíòåãðèðóåìî.

5. Êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà è êîíå÷íîìåðíûå îïåðàòîðû

Áàçèñîì ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà íàçûâàþò òàêóþ ñèñòåìó ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûõ ýëåìåíòîâ, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ èõ ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèåé. Åñëè â áàçèñå ñîäåðæèòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, òî ëèíåéíîå
ìíîæåñòâî èëè ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò êîíå÷íîìåðíûì.

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Rn, ñîñòîÿùåå èç n-ìåðíûõ âåêòîðîâ, ÿâëÿåòñÿ, î÷å-
âèäíî, n-ìåðíûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. Â êà÷åñòâå áàçèñà óäîáíî âçÿòü âåê-
òîðû e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = 0, 1, 0, . . . , 0), . . . en = (0, . . . , 0, 1). Ëþáîé ýëåìåíò
Rn åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ âåêòîðîâ. Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âåê-
òîðà ïî òàêîìó áàçèñó ðàâíû åãî êîìïîíåíòàì. Íî ìîæíî âûáðàòü è äðóãîé
áàçèñ â Rn.

Ëåãêî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ëþáûì n-ìåð-
íûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì X è ïðîñòðàíñòâîì Rn. Åñëè x1, . . . , xn � áàçèñ â
X, òî ëþáîìó ýëåìåíòó x ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð λ = (λ1, . . . , λn), ñîñòàâëåííûé
èç êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ x ïî áàçèñó.

Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè îíè ýêâèâàëåíòíû
è âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èõ ýëåìåíòàìè ñîãëàñîâàíî ñ ëè-
íåéíûìè îïåðàöèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå n-ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó Rn.

5.1. Êàæäîå êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî èìååò äâîéñòâåííîå ïðîñòðàí-
ñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè X � n-ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è X′ � òàêæå n-
ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, òî ìîæíî îïðåäåëèòü áèñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ èç êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé ïî áàçè-
ñàì:

< x, x′ >= (λ, λ′) = λ1λ
′
1 + . . . λnλ′n. •
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Òàêèì îáðàçîì, âçàèìíî äâîéñòâåííû ëþáûå êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà
îäíîé è òîé æå ðàçìåðíîñòè. Êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî
äâîéñòâåííî ñàìî ñåáå.

Óòî÷íèì, êàêèì ìîæåò áûòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, äâîéñòâåííîå ê êîíå÷-
íîìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X � n-ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî è X′ � äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü x1, . . . , xn � áàçèñ â X è

x =
n∑

j=1

λj xj.

Òîãäà áèñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

< x, x′ >=
n∑

j=1

λj < xj, x
′ >,

è ýëåìåíò x′ äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà (à òàêæå ëþáîé ëèíåéíûé ôóíêöè-
îíàë íà X) ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ÷èñëàìè λ′j =< xj, x

′ > � áèñêàëÿðíûìè
ïðîèçâåäåíèÿìè ýëåìåíòîâ áàçèñà â X è ýëåìåíòà x′ (çíà÷åíèÿìè ôóíêöèîíàëà
íà ýëåìåíòàõ áàçèñà). Ïîýòîìó X′ � òàêæå êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåð-
íîñòè n.

Ïóñòü X,X′ è Y,Y′ � ïàðû äâîéñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ëèíåéíûé îïåðàòîð K : X → Y′ íàçîâåì êîíå÷íîìåðíûì, åñëè â X′ è Y′

íàéäóòñÿ òàêèå ñèñòåìû ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ x′1, . . . , x
′
n è y′1, . . . , y

′
n,

÷òî
K : x 7→

n∑

j=1

< x, x′j > y′j ∀x ∈ X.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ó êîíå÷íîìåðíîãî îïåðàòîðà K îáëàñòü çíà÷å-
íèé R(K) � êîíå÷íîìåðíîå ìíîæåñòâî. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå â îáùåì ñëó÷àå
íå èìååò ìåñòà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A : X → Y′ � ëèíåéíûé îïåðàòîð ñ êî-
íå÷íîìåðíîé îáëàñòüþ çíà÷åíèé. Åñëè y′1, . . . , y

′
n � áàçèñ R(A), òî îáðàç ëþáîãî

ýëåìåíòà x ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ýòîìó áàçèñó:

A : x 7→
n∑

j=1

aj(x) y′j,
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ãäå aj(x) � íåêîòîðûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû. Îïåðàòîð A áóäåò êîíå÷íîìåð-
íûì (â ñìûñëå äàííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ), åñëè ∀ j = 1 . . n ∃x′j ∈ X′ |
aj(x) =< x, x′j > ∀x ∈ X.

5.2. Êàæäûé êîíå÷íîìåðíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð èìååò äâîéñòâåííûé.

Äåéñòâèòåëüíî, îïåðàòîð

K ′ : y 7→
n∑

j=1

< y, y′j > x′j ∀y ∈ Y

ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì ê îïåðàòîðó K. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

< y, Kx >=< y,
n∑

j=1

< x, x′j > y′j >=
n∑

j=1

< x, x′j >< y, y′j >=

=< x,
n∑

j=1

< y, y′j > x′j >=< x, K ′y > . •

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, åñëè Y′ = X è Y = X′, òî äâîéñòâåííûìè áóäóò êîíå÷íî-
ìåðíûå îïåðàòîðû

T : x 7→
n∑

j=1

< x, x′j > xj, T ′ : x′ 7→
n∑

j=1

< xj, x
′ > x′j

(çäåñü ñèñòåìû ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ x1, . . . , xn è x′1, . . . , x
′
n íèêàê íå

ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì).

ßñíî, ÷òî ñóììà êîíå÷íîìåðíûõ îïåðàòîðîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåð-
íûì îïåðàòîðîì. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîìïîçèöèè êîíå÷íîìåðíûõ è ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ.

5.3. Ïóñòü K � êîíå÷íîìåðíûé îïåðàòîð, A1 � ëèíåéíûé îïåðàòîð è A2 �
ëèíåéíûé îïåðàòîð, èìåþùèé äâîéñòâåííûé. Òîãäà A1K è KA2 � êîíå÷íîìåð-
íûå îïåðàòîðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

K : x 7→
n∑

j=1

< x, x′j > y′j,
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çäåñü x′j, y′j � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâ X′ è Y′.
Åñëè A1 : Y′ → Z � ëèíåéíûé îïåðàòîð, òî, ëåãêî âèäåòü,

A1K : x 7→
n∑

j=1

< x, x′j > A1y
′
j

� êîíå÷íîìåðíûé îïåðàòîð èç X â Z.
Åñëè A2 : Z→ X � ëèíåéíûé îïåðàòîð, èìåþùèé äâîéñòâåííûé, òî

KA2 : z 7→
n∑

j=1

< A2z, x
′
j > y′j =

n∑

j=1

< z, A′
2x
′
j > y′j

� òîæå êîíå÷íîìåðíûé îïåðàòîð èç Z â Y′. •

6. Ïðîåêòîðû. Ðàçëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ â ïðÿìûå ñóììû

Ëèíåéíûé îïåðàòîð P : X→ X íàçûâàåòñÿ ïðîåêòîðîì, åñëè P 2 = P (ò. å.
P 2x = Px ∀x ∈ X).

Ïóñòü M1 è M2 � ëèíåéíûå ìíîæåñòâà (ïîäïðîñòðàíñòâà) â X. Åñëè M1+M2 =

X è M1 ∩M2 = {0}, òî ãîâîðÿò, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ìíîæåñòâ M1 è
M2. Áóäåì ýòî îáîçíà÷àòü òàê: X = M1+̇M2. Ìíîæåñòâî M2 íàçûâàþò ïðÿìûì
äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà M1 â X, è íàîáîðîò.

6.1. Åñëè P : X→ X � ïðîåêòîð, òî X = R(P )+̇N(P ).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x ∈ X. Îáîçíà÷èì x̌ = Px è x̂ = x−Px. Ïî ïîñòðîåíèþ
x = x̌ + x̂, ïðè÷åì x̌ ∈ R(P ) è x̂ ∈ N(P ). Åñëè îäíîâðåìåííî x ∈ R(P ) è
x ∈ N(P ), òî ∃ x0 | x = Px0. Íî òîãäà x = P 2x0 = Px=0. Ñëåäîâàòåëüíî, x = 0

è R(P ) ∩ N(P ) = {0}. •
Â äàëüíåéøåì ÷àñòî áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèÿìè âèäà x = x̌ + x̂, à

òàêæå ñëåäóþùèìè ôàêòàìè. Åñëè îäíîâðåìåííî x ∈ R(P ) è x ∈ N(P ), òî
x = 0. Åñëè X = M1+̇M2, x1 ∈ M1, x2 ∈ M2 è x1 + x2 = 0, òî x1 = 0 è x2 = 0.

Ïðîåêòîðîì ÿâëÿåòñÿ è îïåðàòîð I−P , êîòîðûé íàçûâàþò äîïîëíèòåëüíûì
ïðîåêòîðîì ïî îòíîøåíèþ ê P . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî R(I−P ) = N(P ) è N(I−P ) =

R(P ). Ïîýòîìó ðàçëîæåíèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X â ïðÿìóþ ñóììó ìîæíî
òàêæå çàïèñàòü â âèäå X = N(I − P )+̇R(I − P ).
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6.2. Åñëè ïðîåêòîð P : X→ X èìååò äâîéñòâåííûé îïåðàòîð P ′ : X′ → X′,
òî P ′ � ïðîåêòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x′ ∈ X′. Òîãäà ∀x ∈ X

< x, P ′x′ >=< Px, x′ >=< P 2x, x′ >=< Px, P ′x′ >=< x, (P ′)2x′ > .

Èç óñëîâèÿ òîòàëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî (P ′)2x′ = P ′x′. •
Ïóñòü X è X′ � äâîéñòâåííûå ïðîñòðàíñòâà. Ýëåìåíòû x ∈ X è x′ ∈ X′

íàçûâàþòñÿ áèîðòîãîíàëüíûìè, åñëè < x, x′ >= 0. Ñèñòåìû íåíóëåâûõ ýëåìåí-
òîâ x1, . . . , xn ∈ X è x′1, . . . , x

′
n ∈ X′ íàçûâàþòñÿ áèîðòîíîðìèðîâàííûìè, åñëè

< xj, x
′
k >= δjk, j, k = 1 . . n (δjk � ñèìâîë Êðîíåêåðà).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â êàæäîé èç áèîðòîíîðìèðîâàííûõ ñèñòåì ýëåìåíòû ÿâ-
ëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî x = λ1x1 +

. . . + λnxn = 0. Òîãäà < x, x′k >= λk = 0 ∀ k = 1 . . n. •
6.3. Åñëè x1, . . . , xn ∈ X è x′1, . . . , x

′
n ∈ X′ � áèîðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû

ýëåìåíòîâ, òî îïåðàòîðû

P : x 7→
n∑

j=1

< x, x′j > xj, P ′ : x′ 7→
n∑

j=1

< xj, x
′ > x′j

� äâîéñòâåííûå êîíå÷íîìåðíûå ïðîåêòîðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ P : X → X è P ′ : X′ → X′ � ëèíåéíûå
êîíå÷íîìåðíûå äâîéñòâåííûå îïåðàòîðû. Äâîéñòâåííîñòü èõ î÷åâèäíà:

< x, P ′x′ >=
n∑

j=1

< xj, x
′ >< x, x′j >=

=
n∑

j=1

< x, x′j >< xj, x
′ >=< Px, x′ > .

Òàêæå ëåãêî âèäåòü, ÷òî, íàïðèìåð, Pxk = xk ∀ k = 1 . . n. Ñëåäîâàòåëüíî,
P 2x = Px ∀x ∈ X. •

Òàêèì îáðàçîì, áèîðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû ýëåìåíòîâ â äâîéñòâåííûõ
ïðîñòðàíñòâàõ ïîðîæäàþò ïàðó äâîéñòâåííûõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîåêòîðîâ. Ïðè
ýòîì
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6.4. Ïóñòü P � êîíå÷íîìåðíûé ïðîåêòîð. Åñëè x ∈ N(P ), òî < x, x′j >=

0 ∀j = 1..n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè

n∑

j=1

< x, x′j > xj = 0,

òî èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè xj ñëåäóåò, ÷òî < x, x′j >= 0 ∀j = 1..n. •

6.5. Ïî ñèñòåìå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ â îäíîì èç äâîéñòâåí-
íûõ ïðîñòðàíñòâ ìîæíî ïîñòðîèòü â íèõ áèîðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû
ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1, . . . , an � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ýëåìåíòû ïðîñòðàí-
ñòâà X.

Ïðè n = 1 ïîëîæèì x1 = a1. Òàê êàê x1 6= 0, òî ∃x′ ∈ X′ | < x1, x
′ >6= 0 (â

ñèëó íåâûðîæäåííîñòè áèëèíåéíîé ôîðìû). Òîãäà x′1 = x′/ < x1, x
′ >.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïî ýëåìåíòàì a1, . . . , an−1 ïîñòðîåíû áèîðòîíîðìèðîâàí-
íûå ñèñòåìû ýëåìåíòîâ x1, . . . , xn−1 è x′1, . . . , x

′
n−1 è ïîðîæäàåìûå èìè ïðîåêòî-

ðû P è P ′. Ïî íîâîìó ýëåìåíòó an ïîñòðîèì ýëåìåíò â = an−Pan ∈ N(P ). Â ñèëó
óòâåðæäåíèÿ 6.4 èìååì < â, x′j >= 0 ∀j = 1 . . n− 1. Ïðè ýòîì â 6= 0, èíà÷å ýëå-
ìåíò an áûë áû ëèíåéíî çàâèñèì ñ ýëåìåíòàìè a1, . . . , an−1. Òîãäà ∃b′ ∈ X′ | <

â, b′ > 6= 0. Ýëåìåíò b̂′ = b′−P ′b′ ∈ N(P ′). Â ñèëó 6.4 < xj, b̂′ >= 0 ∀j = 1 . . n− 1.
Ïðè ýòîì

< â, b̂′ >=< â, b′ −
n−1∑

j=1

< xj, b
′ > x′j >=< â, b′ >6= 0.

Ïîëîæèì xn = â è x′n = b̂′/ < â, b′ >. •

Èòàê, ÷òîáû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ïîñòðîèòü ïðîåêòîð, äîñòàòî÷íî çà-
äàòü êîíå÷íóþ ñèñòåìó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, à
çàòåì ïîñòðîèòü ïî íåé áèîðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû ýëåìåíòîâ â äâîéñòâåí-
íîé ïàðå ïðîñòðàíñòâ. Áèîðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû ïîðîæäàþò äàæå äâà
ïðîåêòîðà � â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå è â äâîéñòâåííîì åìó. Ñëåäîâàòåëüíî,
êàæäîå êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà äîïîëíÿåìî.
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7. Àííóëÿòîðû. Áèçàìêíóòûå ìíîæåñòâà

Ïóñòü X,X′ � äâîéñòâåííûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà
< x, x′ >= 0 îïðåäåëÿþòñÿ àííóëÿòîðû � ìíîæåñòâà, áèîðòîãîíàëüíûå äðóã
äðóãó.

Åñëè M ⊂ X, òî àííóëÿòîð ìíîæåñòâà M

M⊥ = {x′ ∈ X′ | < x, x′ >= 0 ∀x ∈ M} ⊂ X′.

Åñëè M′ ⊂ X′, òî àííóëÿòîð ìíîæåñòâà M′

⊥M′ = {x ∈ X | < x, x′ >= 0 ∀x′ ∈ M′} ⊂ X.

Çíàê ⊥ ñòàâèòñÿ ñëåâà èëè ñïðàâà äëÿ òîãî, ÷òîáû äîïîëíèòåëüíî óêàçàòü íà
ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò àííóëÿòîð � îñíîâíîìó èëè äâîéñòâåííî-
ìó.

Î÷åâèäíî, ÷òî àííóëÿòîðû � ëèíåéíûå ìíîæåñòâà.

7.1.
1) Åñëè M1 ⊂ M2, òî M⊥

2 ⊂ M⊥
1 ; åñëè M′

1 ⊂ M′
2, òî ⊥M′

2 ⊂ ⊥M′
1;

2) (M1 ∪M2)
⊥ = (M⊥

1 ) ∩ (M⊥
2 ); ⊥(M′

1 ∪M′
2) = (⊥M′

1) ∩ (⊥M′
2);

3) M ⊂ ⊥(M⊥) è M′ ⊂ (⊥M′)⊥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå
X.

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Åñëè x′ ∈ M⊥
2 , òî < x, x′ >= 0 ∀x ∈ M2 è, ñëåäîâà-

òåëüíî, ∀x ∈ M1. Òîãäà x ∈ M⊥
1 .

Âòîðîå óòâåðæäåíèå. Åñëè x′ ∈ (M1 ∪M2)
⊥, òî < x, x′ >= 0 ∀x ∈ M1 ∪M2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∀x ∈ M1 è ∀x ∈ M2. Òîãäà x′ ∈ M⊥
1 , x′ ∈ M⊥

2 è x′ ∈ (M⊥
1 )∩(M⊥

2 ).
Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òðåòüå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ∈ M, òî < x, x′ >=

0 ∀x′ ∈ M⊥. Íî òîãäà x ∈ ⊥(M⊥). •
Íàçîâåì ìíîæåñòâî [M] = ⊥(M⊥) áèçàìûêàíèåì ìíîæåñòâà M â X. Ìíî-

æåñòâî M íàçîâåì áèçàìêíóòûì, åñëè [M] = M. Êàê óæå áûëî óñòàíîâëåíî,
M ⊂ [M].
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Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî [M]⊥ = [M⊥] (àííóëÿòîð áèçà-
ìûêàíèÿ ðàâåí áèçàìûêàíèþ àííóëÿòîðà), òàê êàê îáà ìíîæåñòâà â ðàâåíñòâå
� íå ÷òî èíîå, êàê (⊥(M⊥))⊥. Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî àííóëÿòîð áèçàìêíó-
òîãî ìíîæåñòâà � ìíîæåñòâî áèçàìêíóòîå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè [M] = M, òî
[M]⊥ = M⊥, íî [M]⊥ = [M⊥]. Èìååò ìåñòî è áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå.

7.2. Êàæäûé àííóëÿòîð � áèçàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê M ⊂ [M], òî [M]⊥ ⊂ M⊥ è, ñëåäîâàòåëüíî, [M⊥] ⊂
M⊥. Íî â òî æå âðåìÿ M⊥ ⊂ [M⊥]. Ïîýòîìó M⊥ = [M⊥]. •

Ïóñòü X,X′ è Y,Y′ � ïàðû äâîéñòâåííûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ, A : X→ Y′

� ëèíåéíûé îïåðàòîð, è ñóùåñòâóåò äâîéñòâåííûé ê íåìó ëèíåéíûé îïåðàòîð
A′ : Y→ X′. Ïóñòü òàêæå D(A) = X, D(A′) = Y.

7.3. N(A) = ⊥R(A′) è N(A′) = ⊥R(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî N(A) = ⊥R(A′).
Åñëè x ∈ N(A), òî Ax = 0. Òîãäà < y, Ax >= 0 ∀ y ∈ Y. Ñëåäîâàòåëüíî,

< x, A′y >= 0 è x ∈ ⊥R(A′) Îáðàòíàÿ öåïî÷êà ðàññóæäåíèé òàêæå èìååò ìåñòî.
Ïóñòü x ∈ ⊥R(A′). Òîãäà < x, x′ >= 0 ∀x′ ∈ R(A′) è < x, A′y >= 0 ∀y ∈ D(A′) =

Y. Ïîýòîìó < y,Ax >= 0 ∀y ∈ Y è Ax = 0. Âòîðîå ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî.

Ñóùåñòâåííî, ÷òî äâîéñòâåííîñòü íåâûðîæäåííàÿ; èíà÷å èç < y,Ax >=

0 ∀ y ∈ Y íå ñëåäóåò, ÷òî Ax = 0. •
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî N(A′)⊥ = [R(A)] è N(A)⊥ = [R(A′)]. Ñëåäîâàòåëüíî,

R(A) ⊂ N(A′)⊥ è R(A′) ⊂ N(A)⊥.

Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå (íàïðèìåð, äëÿ äâîéñòâåííûõ êîíå÷íîìåðíûõ îïå-
ðàòîðîâ K è K ′) íå íóæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äâîéñòâåííîñòü íåâûðîæäåííàÿ.
ßñíî, ÷òî

n∑

j=1

< x, x′j > yj = 0

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà < x, x′j >= 0, j = 1 . . n. Ýòî çíà÷èò, ÷òî x ïðèíàä-
ëåæèò àííóëÿòîðó ëèíåéíîé îáîëî÷êè ýëåìåíòîâ x′1, . . . , x

′
n.
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Äëÿ äâîéñòâåííûõ ïðîåêòîðîâ N(P ) = ⊥R(P ′), N(P ′) = R(P )⊥. Ñëåäîâà-
òåëüíî, åñëè èìååòñÿ ïàðà äâîéñòâåííûõ ïðîåêòîðîâ, òî ðàçëîæåíèÿ â ïðÿ-
ìûå ñóììû ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
X = R(P )+̇⊥R(P ′) è X′ = R(P ′)+̇R(P ′)⊥.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè â ïðîñòðàíñòâå X çàäàíî êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ìíî-
æåñòâî M, òî â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå X′ ìîæíî ïîñòðîèòü äâà ïðÿìî äî-
ïîëíÿþùèõ äðóã äðóãà ìíîæåñòâà � àííóëÿòîð M è ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ýëå-
ìåíòîâ, áèîðòîíîðìèðîâàííûõ ñ áàçèñîì â M.

Äîêàçûâàòü, ÷òî ìíîæåñòâî áèçàìêíóòî, íå âñåãäà ïðîñòî. Â íåêîòîðûõ ñëó-
÷àÿõ äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

7.4. Åñëè ïðîåêòîð P : X→ X èìååò äâîéñòâåííûé îïåðàòîð P ′ : X′ → X′,
òî ìíîæåñòâà R(P ), N(P ), R(P ′), N(P ′) è èõ àííóëÿòîðû áèçàìêíóòû.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî R(P ) áèçàìêíóòî. Êàê èçâåñòíî, R(P ) ⊂ ⊥(R(P )⊥).

Ïîëó÷èì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå.
Ïóñòü x ∈ ⊥(R(P )⊥). Ïðåäñòàâèì ýòîò ýëåìåíò â âèäå ñóììû: x = x̌ + x̂, ãäå

x̌ = Px ∈ R(P ) ⊂ ⊥(R(P )⊥) è x̂ = x − Px ∈ N(P ) = ⊥R(P ′) (ñì. 7.3). Êðîìå
òîãî, x̂ = x− x̌ ∈ ⊥(R(P )⊥).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x̂ 6= 0. Â ñèëó óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè â X′ íàéäåòñÿ
òàêîé ýëåìåíò x′, ÷òî < x̂, x′ >6= 0.

Ýëåìåíò x′ òàêæå çàïèøåì êàê ñóììó: x′ = x̌′+ x̂′. Çäåñü x̌′ = P ′x′ ∈ R(P ′) è,
ñëåäîâàòåëüíî, < x̂, x̌′ >= 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, x̂′ = x′ − P ′x′ ∈ N(P ′) = R(P )⊥

(ñì. 7.3) è < x̂, x̂′ >= 0. Òîãäà < x̂, x′ >=< x̂, x̌′ > + < x̂, x̂′ >= 0. Ïðèøëè ê
ïðîòèâîðå÷èþ. Ïîýòîìó x̂ = 0, à òîãäà x = x̌ + x̂ ∈ R(P ).

Òî÷íî òàêèì æå îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî R(P ′) áèçàìêíóòî.
Äàëåå, ïðîåêòîð I − P òàêæå èìååò äâîéñòâåííûé ïðîåêòîð. Ïîýòîìó ìíîæå-
ñòâî N(P ) = R(I − P ) áèçàìêíóòî (èëè ïîòîìó, ÷òî N(P ) = ⊥R(P ′)). Ïî òîé
æå ïðè÷èíå è N(P ′) ÿâëÿåòñÿ áèçàìêíóòûì ìíîæåñòâîì. Íàêîíåö, àííóëÿòîðû
ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîæåñòâ � áèçàìêíóòûå ìíîæåñòâà (ñì. 7.2). •
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7.5. Êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ìíîæåñòâî è åãî ïðÿìîå äîïîëíåíèå áèçà-
ìêíóòû.

Ýòî óòâåðæäåíèå � ïðîñòîå ñëåäñòâèå ïðåäûäóùåãî, ïîñêîëüêó êîíå÷íîìåð-
íîå ìíîæåñòâî âñåãäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáëàñòü çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâó-
þùåãî êîíå÷íîìåðíîãî ïðîåêòîðà, à îí èìååò äâîéñòâåííûé îïåðàòîð. •

Ãëàâà 2. Îïåðàòîðû Íåòåðà

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) � îáúåêòû, î÷åíü
÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷àõ. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåí-
íîñòü ðåøåíèÿ òîé èëè èíîé çàäà÷è ÷àñòî çàâèñèò îò ñâîéñòâ ìàòðèöû êîýô-
ôèöèåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé ñèñòåìû. Ê ðåøåíèþ ÑËÀÓ ñâîäÿòñÿ
ìíîãèå çàäà÷è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè.

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì íà áîëåå àáñòðàêòíûé óðîâåíü òåîðèè ñèñòåì ëè-
íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåé-
ñòâóþùèõ â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, êàê êîíå÷íîìåðíûõ, òàê è áåñêîíå÷íî-
ìåðíûõ. Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð � òåîðèÿ ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.
Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ Íåòåðà âîçíèêëà ïðè èññëåäîâàíèè êàðòèíû ðàçðåøèìîñòè
ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà.

8. Íîðìàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü. Îïåðàòîðû Íåòåðà

Îïåðàòîð A : X → Y′ íàçîâåì íîðìàëüíî ðàçðåøèìûì, åñëè ìíîæåñòâî
R(A) áèçàìêíóòî.

Åñëè ñóùåñòâóåò äâîéñòâåííûé îïåðàòîð A′, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàâíî-
ñèëüíûå îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîé ðàçðåøèìîñòè:

åñëè R(A) = N(A′)⊥;
åñëè y′ ∈ R(A) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà < y, y′ >= 0 ∀y ∈ N(A′);
åñëè óðàâíåíèå Ax = y′ èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà < y, y′ >=

0 ∀y | A′y = 0.
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Îïåðàòîð A íàçîâåì îïåðàòîðîì Íåòåðà (íåòåðîâûì), åñëè îí íîðìàëüíî
ðàçðåøèì è ìíîæåñòâà N(A), ⊥R(A) � êîíå÷íîìåðíûå.

Áèçàìêíóòîñòü R(A) è êîíå÷íîìåðíîñòü ⊥R(A) ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùåìó. Åñ-
ëè y1, . . . yβ � áàçèñ ⊥R(A), òî y′ ∈ R(A) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà < yj, y

′ >=

0 ∀j = 1 . . β.

Âåëè÷èíû α(A) = dim N(A) è β(A) = dim ⊥R(A) áóäåì íàçûâàòü ðàçìåðíî-
ñòÿìè îïåðàòîðà A (èõ íàçûâàþò òàêæå äåôåêòíûìè ÷èñëàìè, à ñîñòàâëåííóþ
èç íèõ ïàðó � äåôåêòíîé õàðàêòåðèñòèêîé A). ×èñëî κ(A) = α(A)− β(A) � èí-
äåêñ îïåðàòîðà A.

Îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ïîëóíåòåðîâûì, åñëè òîëüêî îäíà èç åãî ðàçìåðíîñòåé
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé.

Îïåðàòîð Íåòåðà ñ íóëåâûì èíäåêñîì íàçûâàþò îïåðàòîðîì Ôðåäãîëüìà.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

1. Î÷åâèäíî, ÷òî òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð I : X → X � îïåðàòîð Ôðåä-
ãîëüìà ñ íóëåâûìè ðàçìåðíîñòÿìè: N(I) = {0}, R(I)⊥ = X⊥ = {0} è R(I) = X
� áèçàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Íóëåâîé îïåðàòîð (x 7→ 0 ∀x ∈ X) íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Íåòåðà.

2. Ëþáîé îáðàòèìûé íà Y′ îïåðàòîð òàêæå ôðåäãîëüìîâ, òàê êàê îí óñòà-
íàâëèâàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè X è Y′.

8.1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ,
íåòåðîâ.

Ïîêàæåì, ÷òî ëèíåéíîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ âñåãäà ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé (ÑËÀÓ). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A : X → Y′ � ëèíåéíûé îïåðàòîð, ýëå-
ìåíòû x1, . . . , xn îáðàçóþò áàçèñ â X, ýëåìåíòû y′1, . . . , y

′
m îáðàçóþò áàçèñ â Y′.

Åñëè ýëåìåíòû ýòèõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ îòîæäåñòâèòü ñ êîýôôèöèåí-
òàìè èõ ðàçëîæåíèé ïî áàçèñàì

x =
n∑

j=1

λj xj, y′ =
m∑

k=1

µk y′k,
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òî
Ax =

n∑

j=1

λj Axj =
n∑

j=1

λj

m∑

k=1

ajk y′k =
m∑

k=1

( n∑

j=1

ajk λj

)
y′k,

çäåñü ÷èñëà ajk � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ Axj â áàçèñå ïðîñòðàí-
ñòâà Y′. Ïîýòîìó óðàâíåíèå Ax = y′ ðàâíîñèëüíî ÑËÀÓ

n∑

j=1

ajk λj = µk, k = 1 . . m.

Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
m∑

k=1

νk µk = 0

äëÿ âñåõ íàáîðîâ ÷èñåë νk, k = 1 . . m, � ðåøåíèé ÑËÀÓ ñ òðàíñïîíèðîâàííîé
ìàòðèöåé

m∑

k=1

ajk νk = 0, j = 1 . . n.

Ïóñòü x′1, . . . , x
′
n � áàçèñ â X′, y1, . . . , ym � áàçèñ â Y è

y =
m∑

k=1

νk yk.

Òîãäà îïåðàòîð
A′ : y 7→

n∑

j=1

( m∑

k=1

ajk νk

)
x′j

ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì, äâîéñòâåííûì ê A. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

< x, A′y >=
n∑

j=1

λj

m∑

k=1

ajk νk =
m∑

k=1

νk

n∑

j=1

ajk λj =< y, Ax > .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî R(A) = N(A′)⊥, à òîãäà R(A) � áèçàìêíóòîå ìíîæåñòâî.
Êðîìå òîãî, α(A) ≤ n è β(A) ≤ m. Òî÷íåå, ðàçìåðíîñòè îïåðàòîðà ðàâíû ÷èñëó
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîðîäíûõ
ÑËÀÓ. •

Çàìåòèì, ÷òî êîíå÷íîìåðíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â áåñêîíå÷íîìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ, íå îáÿçàòåëüíî íåòåðîâ. Íàïðèìåð, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñóì-
ìà ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîãî ñëàãàåìîãî,

A : x 7→< x, x′ > y′,
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òî â àííóëÿòîðå ýëåìåíòà x′ ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ òàê ìíîãî ýëåìåíòîâ, ÷òî N(A)

áóäåò áåñêîíå÷íîìåðíûì ìíîæåñòâîì.

9. Êàíîíè÷åñêèå îïåðàòîðû Ôðåäãîëüìà

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, îïåðàòîðû Ôðåäãîëüìà � ÷àñòíûé ñëó÷àé îïåðàòîðîâ
Íåòåðà. Ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, áó-
äåò îïåðàòîðîì Ôðåäãîëüìà, åñëè ðàâíû ÷èñëà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé
ó ñîîòâåòñòâóþùèõ äâîéñòâåííûõ ÑËÀÓ. Ïðèìåðû ôðåäãîëüìîâûõ îïåðàòîðîâ
â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ äàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

9.1. Åñëè T : X → X � êîíå÷íîìåðíûé îïåðàòîð, òî îïåðàòîðû I − T è
I − T ′ � îïåðàòîðû Ôðåäãîëüìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

T : x 7→
n∑

j=1

< x, x′j > xj, T ′ : x′ 7→
n∑

j=1

< xj, x
′ > x′j

(çäåñü ýëåìåíòû x1, . . . , xn è x′1, . . . , x
′
n � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå, íî îíè íå îáÿ-

çàòåëüíî îáðàçóþò áèîðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû ýëåìåíòîâ). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî z ∈ ⊥(R(I − T )⊥) = ⊥N(I − T ′). Ïîêàæåì, ÷òî z ∈ R(I − T ), ò. å. óðàâíåíèå
x− Tx = z èëè

x−
n∑

j=1

< x, x′j > xj = z

èìååò ðåøåíèå.
Ýòî óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ÑËÀÓ

ak −
n∑

j=1

< xj, x
′
k > aj = bk, k = 1 . . n,

ãäå aj =< x, x′j > è bk =< z, x′k >. Â ñàìîì äåëå, ïîñòóïèì ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî
äåëàåòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ âûðîæäåííûìè ÿäðàìè.
Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå òàê:

x = z +
n∑

j=1

a, xj/
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Îòñþäà, åñëè óìíîæèòü îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà áèñêàëÿðíî íà x′k, òî

ak =< z, x′k > +
n∑

j=1

< xj, x
′
k > aj.

Òî÷íî òàêèì æå ñïîñîáîì îäíîðîäíîå äâîéñòâåííîå óðàâíåíèå x′ − T ′x′ = 0

ñâîäèòñÿ ê ÑËÀÓ

ck −
n∑

j=1

< xk, x
′
j > cj = 0, k = 1 . . n,

ãäå cj =< xj, x
′ >. Ó ðàññìàòðèâàåìûõ ÑËÀÓ ìàòðèöû òðàíñïîíèðîâàíû ïî

îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó.
Åñëè z ∈ ⊥N(I − T ′), òî < z, x′ >= 0 äëÿ âñåõ x′, óäîâëåòâîðÿþùèõ îäíîðîä-

íîìó äâîéñòâåííîìó óðàâíåíèþ. Òàê êàê x′ = T ′x′, òî < z, T ′x′ >= 0, ò. å.
n∑

j=1

< xj, x
′ > < z, x′j >= 0 èëè

n∑

j=1

cj bj = 0.

Ïîýòîìó ïåðâàÿ íåîäíîðîäíàÿ ÑËÀÓ èìååò ðåøåíèå, è óðàâíåíèå x− Tx = z �
òîæå.

Êðîìå òîãî, dim N(I − T ) = dim N(I − T ′) = dim R(I − T )⊥. •
Áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîðû âèäà I − T è I − T ′, ãäå T : X → X � êîíå÷íî-

ìåðíûé îïåðàòîð, êàíîíè÷åñêèìè îïåðàòîðàìè Ôðåäãîëüìà.

Îòìåòèì, ÷òî â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ îïåðàòîðû I − T è I − T ′ �
îáû÷íûå êîíå÷íîìåðíûå îïåðàòîðû. Ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó T è I − T

ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå.

10. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâ

Ïóñòü A : X → Y′ � îïåðàòîð Íåòåðà. Èññëåäóåì, êàêîå ñîîòâåòñòâèå îí
óñòàíàâëèâàåò ìåæäó ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâ X è Y′.

Òàê êàê ìíîæåñòâà N(A) è ⊥R(A) � êîíå÷íîìåðíûå, òî ìîæíî ïîñòðîèòü
êîíå÷íîìåðíûå ïðîåêòîðû â ïðîñòðàíñòâàõ X, X′, Y, Y′ è ñ èõ ïîìîùüþ ðàçëî-
æèòü ýòè ïðîñòðàíñòâà â ïðÿìûå ñóììû.



Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâ 27

Ïóñòü x1, . . . , xα � áàçèñ ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà N(A). Ïî x1, . . . , xα ïîñòðîèì
ýëåìåíòû x′1, . . . , x

′
α â X′ òàê, ÷òîáû èìåòü â ïðîñòðàíñòâàõ X è X′ ïàðó áèîðòî-

íîðìèðîâàííûõ ñèñòåì ýëåìåíòîâ. Òîãäà

P : x 7→
α∑

j=1

< x, x′j > xj, P ′ : x′ 7→
α∑

j=1

< xj, x
′ > x′j

� äâîéñòâåííûå êîíå÷íîìåðíûå ïðîåêòîðû, P � â ïðîñòðàíñòâå X ñ ìíîæåñòâîì
çíà÷åíèé R(P ) = N(A). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî X ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ
ñóììó N(A)+̇N(P ).

Àíàëîãè÷íî, ïóñòü y1, . . . , yβ � áàçèñ ìíîæåñòâà ⊥R(A) è y′1, . . . , y
′
β � áèîðòî-

íîðìèðîâàííûå ñèñòåìû ýëåìåíòîâ â ïðîñòðàíñòâàõ Y è Y′. Òîãäà

Q : y 7→
β∑

j=1

< y, y′j > yj, Q′ : y′ 7→
β∑

j=1

< yj, y
′ > y′j

� òàêæå äâîéñòâåííûå ïðîåêòîðû: Q � â ïðîñòðàíñòâå Y ñ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé
R(Q) = ⊥R(A) è Q′ � â ïðîñòðàíñòâå Y′. Ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâî Y′ ðàçëàãàåòñÿ
â ïðÿìóþ ñóììó Y′ = R(Q′)+̇N(Q′). Íî N(Q′) = R(Q)⊥ = (⊥R(A))⊥ è, òàê êàê
ìíîæåñòâî R(A) áèçàìêíóòî, N(Q′) = R(A).

Íà ðèñ. 1 ðàçëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ X è Y′ â ïðÿìûå ñóììû óñëîâíî ïîêàçàíû
êàê ðàçëîæåíèÿ ïëîñêîñòåé â ñóììû äâóõ îðòîãîíàëüíûõ ïðÿìûõ.

N(P)

R(P)=N(A) R(Q')

X Y'

N(Q )=R(A)'

Ðèñ. 10.1. Ñõåìà äåéñòâèÿ íåòåðîâà îïåðàòîðà

Ïðè îòîáðàæåíèè A ýëåìåíòû x ∈ X ïåðåõîäÿò â ýëåìåíòû ìíîæåñòâà R(A).
Êàæäûé ýëåìåíò x ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ äðóãèõ ýëåìåíòîâ, îäèí ïðèíàäëåæèò
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N(P ), à âòîðîé � N(A). Òàê êàê êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà N(A) ïåðåâîäèòñÿ
â íóëåâîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Y′, òî ìíîæåñòâî R(A) ñîñòîèò èç îáðàçîâ ýëå-
ìåíòîâ N(P ). Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà R(A) íàéäåòñÿ ïðîîáðàç â N(P ).
Ýòîò ïðîîáðàç � åäèíñòâåííûé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x1 è x2 èç N(P ) ïåðåõî-
äÿò â îäèí è òîò æå ýëåìåíò y′ ∈ R(A), òî èõ ðàçíîñòü x1 − x2 ïðèíàäëåæèò è
N(A), è N(P ). Òîãäà x1−x2 = 0. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå âàæíîå
óòâåðæäåíèå.

10.1. Ñóæåíèå AN(P )
îïåðàòîðà A íà N(P ) óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíî-

çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó N(P ) è R(A) è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò Îáðàò-
íûé îïåðàòîð íà R(A).

Åùå ðàç îáðàòèìñÿ ê ñõåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 10.1. Êàæäàÿ âåðòèêàëü-
íàÿ ïðÿìàÿ èç X ïåðåõîäèò â R(A), à êàæäàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ � â îäèí ýëåìåíò
R(A) (ïðè÷åì ïðÿìàÿ N(A) � â íóëåâîé ýëåìåíò).

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ îïåðàòîðà, äâîéñòâåííîãî
ê íåòåðîâîìó, åñëè òîëüêî äâîéñòâåííûé îïåðàòîð ñóùåñòâóåò.

11. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå îïåðàòîðû Íåòåðà

Îïåðàòîðû Íåòåðà, ó êîòîðûõ îäíà èç ðàçìåðíîñòåé ðàâíà íóëþ, íàçûâàþòñÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè.

Ïóñòü A : X→ Y′ � ëèíåéíûé îïåðàòîð, â ÷àñòíîì ñëó÷àå � íåòåðîâ. Óñëîâèå
α(A) = dimN(A) = 0 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî N(A) = {0} (èëè îïåðàòîð A èìååò
ëåâûé îáðàòíûé îïåðàòîð). Äëÿ îïåðàòîðà Íåòåðà ýòî çíà÷èò, ÷òî N(P ) = X.
Òîãäà óðàâíåíèå Ax = y′ ìîæåò èìåòü òîëüêî îäíî ðåøåíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
óñëîâèå β(A) = dim ⊥R(A) = 0 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ⊥R(A) = {0}, òî åñòü
R(A) = Y′. Òîãäà óðàâíåíèå Ax = y′ èìååò ðåøåíèå (èëè îïåðàòîð A èìååò
ïðàâûé îáðàòíûé íà Y′).

Ïóñòü A : X→ Y′ � íåòåðîâ îïåðàòîð ñ ðàçìåðíîñòÿìè α(A) è β(A). Ïóñòü n

� íàèìåíüøåå èç ÷èñåë α(A) è β(A). Åñëè n = 0, òî, êàê ñëåäóåò èç ñêàçàííîãî
âûøå, A � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïåðàòîð Íåòåðà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà n ≥ 1. Èñïîëüçóåì áèîðòîíîðìèðîâàííûå
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ñèñòåìû ýëåìåíòîâ è äâîéñòâåííûå ïðîåêòîðû, ââåäåííûå â ï. 10.
Ïîñòðîèì êîíå÷íîìåðíûé îïåðàòîð èç X â Y′ òàê:

K : x 7→
n∑

j=1

< x, x′j > y′j.

Ïî ïîñòðîåíèþ R(K) ⊂ R(Q′) (ýòè ìíîæåñòâà ðàâíû, åñëè n = β(A)) è N(P ) ⊂
N(K) (ýòè ìíîæåñòâà ðàâíû, åñëè n = α(A)).

11.1. Åñëè A � îïåðàòîð Íåòåðà è κ(A) ≤ 0, òî N(A + K) = {0}.
Åñëè A � îïåðàòîð Íåòåðà è κ(A) ≥ 0, òî R(A + K) = Y ′.
Åñëè A � îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà, òî îïåðàòîð A + K èìååò îáðàòíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî.

I. Åñëè κ(A) ≤ 0, òî α(A) ≤ β(A) è n = α(A). Ïîêàæåì, ÷òî åñëè x ∈
N(A + K), òî x = 0.

Ïóñòü x ∈ N(A + K). Ñ ïîìîùüþ ïðîåêòîðà P ðàçëîæèì ýòîò ýëåìåíò â
ñóììó: x = x̌ + x̂, ãäå x̌ = Px ∈ R(P ) = N(A) è x̂ = x − Px ∈ N(P ). Ñðàâíèì
äâà îïåðàòîðà

K : x 7→
α(A)∑

j=1

< x, x′j > y′j è P : x 7→
α(A)∑

j=1

< x, x′j > x′j.

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 6.4 èìååì N(K) = N(P ), òàê êàê ýëåìåíòû ýòèõ ìíîæåñòâ
óäîâëåòâîðÿþò îäíèì è òåì æå óñëîâèÿì < x̂, x′j >= 0, j = 1 . . α(A).

Åñëè x̌ + x̂ ∈ N(A + K), òî Ax̌ + Kx̌ + Ax̂ + Kx̂ = 0. Òàê êàê x̌ ∈ N(A) è
x̂ ∈ N(K), òî îñòàåòñÿ Kx̌ + Ax̂ = 0. Íî Kx̌ ∈ R(Q′) è x̂ ∈ R(A), ýòè ìíîæåñòâà
ïðÿìî äîïîëíÿþò äðóã äðóãà. Ïîýòîìó Kx̌ = 0 è Ax̂ = 0, òî åñòü x̌ ∈ N(K) =

N(P ) è x̂ ∈ N(A). Â èòîãå êàæäûé èç ýëåìåíòîâ x̌ è x̂ ñîäåðæèòñÿ è â N(A), è
â N(P ). Ñëåäîâàòåëüíî, îáà îíè � íóëåâûå. Ïîýòîìó x = x̌ + x̂ = 0.

II. Åñëè κ(A) ≥ 0, òî β(A) ≤ α(A) è n = β(A). Ïîêàæåì, ÷òî R(A + K) = Y′,
òî åñòü ∀y′ ∈ Y′ ∃x ∈ X | (A + K)x = y′.

Ïóñòü y′ ∈ Y′. Ñ ïîìîùüþ ïðîåêòîðà Q′ ðàçëîæèì ýòîò ýëåìåíò â ñóììó:
y′ = y̌′ + ŷ′, ãäå y̌′ = Q′y′ ∈ R(Q′) è ŷ′ = y′ −Q′y′ ∈ N(Q′) = R(A).
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Áóäåì èñêàòü x = ẋ+ẍ, ãäå ýëåìåíò ẋ òàêîé, ÷òî Aẋ = 0 è Kẋ = y̌′, à ýëåìåíò
ẍ òàêîé, ÷òî Aẍ = ŷ′ è Kẍ = 0.

Åñëè

ẋ =
β(A)∑

k=1

λkxk,

òî ẋ ∈ N(A). Òàê êàê

Kẋ =
β(A)∑

j=1

< ẋ, x′j > y′j =
β(A)∑

j=1

λjy
′
j

è y̌′ ∈ R(Q′), òî âòîðîå óñëîâèå äëÿ ẋ áóäåò âûïîëíåíî, åñëè λj =< yj, y
′ >.

Òàê êàê ŷ′ ∈ R(A), òî ýëåìåíò x̃ = A−1

N(P )
ŷ′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ax̃ = ŷ′.

Íî ýòîìó æå óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò âñå ýëåìåíòû âèäà

ẍ = x̃ +
β(A)∑

k=1

λkxk.

Òîãäà óñëîâèå Kẍ = 0 áóäåò âûïîëíåíî, åñëè
β(A)∑

j=1

< x̃ +
β(A)∑

k=1

λkxk, y′j >= 0.

Îòñþäà λk = − < x̃, x′k >. Òàêèì îáðàçîì, (A + K)(ẋ + ẍ) = y′.

III. Ïåðâûå äâå ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå: åñëè κ(A) =

0, òî ïðè n = α(A) = β(A) îïåðàòîð A + K îáðàòèì è ñëåâà, è ñïðàâà. •
Ñëåäîâàòåëüíî,

11.2. Êàæäûé îïåðàòîð Íåòåðà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçíîñòè õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïåðàòîðà è êîíå÷íîìåðíîãî îïåðàòîðà.

Ïðèâåäåì åùå îäíî óòâåðæäåíèå � êðèòåðèé ôðåäãîëüìîâîñòè ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà.

11.3. Îïåðàòîð A ôðåäãîëüìîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A = B − K,
ãäå B � îáðàòèìûé îïåðàòîð, à K � êîíå÷íîìåðíûé îïåðàòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Íåîáõîäèìîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç òðåòüåé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ
11.1.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü B : X→ Y′ � îáðàòèìûé îïåðàòîð, à K : X→ Y′ � êî-
íå÷íîìåðíûé îïåðàòîð. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð C = I−KB−1 : Y′ → Y′. Òàê êàê
îïåðàòîð B óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðîñòðàí-
ñòâàìè X è Y′, òî ïðîñòðàíñòâî X′ ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì êàê ê ïðîñòðàíñòâó
X, òàê è ê ïðîñòðàíñòâó Y′. Äåéñòâèòåëüíî, áèñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ íî-
âîé ïàðû ïðîñòðàíñòâ ìîæíî îïðåäåëèòü òàê: < y′, x′ >=< B−1y′, x′ >. Ïîýòîìó
îïåðàòîð KB−1 � êîíå÷íîìåðíûé, à òîãäà îïåðàòîð C ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì
îïåðàòîðîì Ôðåäãîëüìà.

Îïåðàòîð A = B−K = CB èìååò òå æå ñâîéñòâà, ÷òî è îïåðàòîð C. Ìåæäó
ýëåìåíòàìè N(C) è N(CB) èìååòñÿ ëèíåéíîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå,
ïîýòîìó ó ýòèõ ìíîæåñòâ ÷èñëî ýëåìåíòîâ â áàçèñå îäíî è òî æå. Òàê êàê R(B) =

Y′, òî R(CB) = R(C). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî R(CB) òàêæå çàìêíóòî, è
⊥R(CB) = ⊥R(C). Ïîýòîìó ÷èñëî β(A) òàêæå êîíå÷íîå. •

Òðåòüÿ ÷àñòü òåîðåìû 11.1 � ëåììà Ý. Øìèäòà, à òåîðåìà 11.3 � ÷àñòü òåî-
ðåìû Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî.

12. Èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû Ôðåäãîëüìà

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.2 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî èíòåãðàëüíûé îïå-
ðàòîð ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì k(τ, t)

A : x(t) 7→ x(t) +

b∫

a

x(τ) k(τ, t) dτ,

äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâî íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé, èìååò äâîéñòâåííûé. Ïðè èññëåäîâàíèè óðàâíåíèé ñ òàêîé
ëåâîé ÷àñòüþ è áûëè ñîçäàíû îñíîâû áóäóùåé òåîðèè îïåðàòîðîâ Ôðåäãîëü-
ìà. Äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Ôðåäãîëüìà, ñëåäóÿ èäåå Ý.
Øìèäòà.
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Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

x(t) + λ

b∫

a

x(τ) k(τ, t) dτ = f(t), x ∈ [a, b],

ñ äîïîëíèòåëüíûì ïàðàìåòðîì λ (ïîòîì ìîæíî áóäåò ïîëîæèòü λ = 1).
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ñóììû ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà

ϕ0(t) + λϕ1(t) + λ2 ϕ2(t) + . . .

Ïóñòü

ϕ0(t) = f(t), ϕ1(t) =

b∫

a

ϕ0(τ) k(τ, t) dτ, . . .

Îáîçíà÷èì
K = max |k(τ, t)|, F = max |f(t)|.

Òîãäà

|ϕ0(t)| ≤ F, |ϕ1(t)| ≤ F K (b− a), . . . , |ϕn(t)| ≤ F Kn (b− a)n, . . .

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè óñëîâèè

|λ|K (b− a) < 1.

Îòñþäà ñëåäóåò

12.1. Ïðè K (b − a) < 1 èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì è
íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ

x(t) +

b∫

a

x(τ) k(τ, t) dτ = f(t), x ∈ [a, b],

èìååò ðåøåíèå â êëàññå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, è ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî.

Ñðåäè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îñîáîå ìåñòî çàíèìàþò èíòåãðàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ ñ âûðîæäåííûìè ÿäðàìè, òî åñòü ñ ÿäðàìè âèäà

k(τ, t) =
n∑

j=1

pj(τ) qj(t).
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Â ðàìêàõ èçëîæåííîé âûøå òåîðèè èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ òàêèì ÿäðîì ÿâ-
ëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå n è òàêèå ôóíê-
öèè pj(τ), qj(t), j = 1 . . n, ÷òî

∣∣∣∣∣∣
k(τ, t)−

n∑

j=1

pj(τ) qj(t)

∣∣∣∣∣∣
< ε ∀τ, t ∈ [a, b].

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëþáîé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû îáðàòèìîãî îïåðàòîðà è êîíå÷íîìåðíîãî îïåðàòîðà.
Ïîýòîìó

12.2. Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì, äåéñòâóþùèé â ïðî-
ñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Ôðåäãîëüìà.

Ãëàâà 3. Àáñòðàêòíûå ïðèáëèæåííûå ñõåìû

Àáñòðàêòíîé ïðèáëèæåííîé ñõåìîé áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòðè÷åñêîå ñå-
ìåéñòâî çàäà÷, àïïðîêñèìèðóþùèõ èñõîäíóþ àáñòðàêòíóþ çàäà÷ó. Ñëîâî "àï-
ïðîêñèìèðîâàòü" áóäåì ïîíèìàòü êàê "çàìåíèòü íà áëèçêèé". Ïðè ýòîì ïîä-
ðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî àïïðîêñèìèðóþùàÿ çàäà÷à â êàêîì-òî ñìûñëå ïðîùå äëÿ
èññëåäîâàíèÿ, ÷åì èñõîäíàÿ.

Àáñòðàêòíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà òàê: â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå
íóæíî íàéòè ýëåìåíò, óäîâëåòâîðÿþùèé çàäàííûì óñëîâèÿì. ×àñòî âñòðå÷àåò-
ñÿ ñëó÷àé, êîãäà ýòè óñëîâèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

F (x) = y, x ∈ X, y ∈ Y,

ãäå F : X→ Y � îòîáðàæåíèå (èëè îïåðàòîð), äåéñòâóþùåå èç ìíîæåñòâà X â
ìíîæåñòâî Y. Óðàâíåíèå

F (x) = y, x ∈ X, y ∈ Y

àïïðîêñèìèðóåò èñõîäíîå óðàâíåíèå, åñëè ìíîæåñòâà X è Y àïïðîêñèìèðóþò
ìíîæåñòâà X è Y, îòîáðàæåíèå F : X → Y àïïðîêñèìèðóåò îòîáðàæåíèå F è
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ýëåìåíò y àïïðîêñèìèðóåò ýëåìåíò y. Â êàêîì ñìûñëå äâå çàäà÷è, äâà îòîáðà-
æåíèÿ èëè äâà ìíîæåñòâà ñëåäóåò ñ÷èòàòü áëèçêèìè � óòî÷íèì ïîçæå.

Àïïðîêñèìèðóþùèå óðàâíåíèÿ, êàê ïðàâèëî, ïî ïîñòðîåíèþ îáðàçóþò ïà-
ðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî. ×àùå âñåãî òàêîå ñåìåéñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé. Ýòî ëåãêî óâèäåòü, íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà èñ-
êîìûé ýëåìåíò x � ôóíêöèÿ, à àïïðîêñèìèðóþùèé åãî ýëåìåíò x � âåêòîð,
ñîñòàâëåííûé èç åå çíà÷åíèé â íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà
îïðåäåëåíèÿ èëè èç êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè ïî íåêîòîðîìó áàçè-
ñó. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àïïðîêñèìèðóþùèõ óðàâíåíèé âèäà

F
(n)

(x(n)) = y(n), x(n) ∈ X(n)
, y(n) ∈ Y(n)

� ïðèáëèæåííàÿ ñõåìà äëÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ.

Àáñòðàêòíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà íå òîëüêî â âèäå íåêîòîðîãî
óðàâíåíèÿ, íî è êàêèì-ëèáî äðóãèì ñïîñîáîì. Íàïðèìåð, êàê çàäà÷à íà ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ, èëè êàê ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à, èëè êàê-òî åùå.

Âïîëíå åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ïðè õîðîøåé àïïðîêñèìàöèè êàêèå-ëèáî
ñâîéñòâà òî÷íîé çàäà÷è ïåðåíîñÿòñÿ íà àïïðîêñèìèðóþùóþ çàäà÷ó, è íàîáîðîò.
Äëÿ ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèáëèæåííàÿ ñõåìà � ýòî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, àïïðîêñèìèðóþùèõ èñ-
õîäíîå óðàâíåíèå. Åñëè, íàïðèìåð, èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü òîëü-
êî îäíî ðåøåíèå, òî, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ
àïïðîêñèìèðóþùèå åãî óðàâíåíèÿ òàêæå ìîãóò èìåòü òîëüêî îäíî ðåøåíèå.

13. Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà è îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì, åñ-
ëè êàæäîìó åãî ýëåìåíòó x ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå âåùåñòâåííîå ÷èñëî ||x||
(íîðìà x) è ýòî ñîîòâåòñòâèå èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
1) ||x|| ≥ 0; ||x|| = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0;
2) ||λx|| = |λ| · ||x||;
3) ||x + y|| ≤ ||x||+ ||y||.
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Çäåñü |λ| � àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà âåùåñòâåííîãî ÷èñëà λ èëè ìîäóëü êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íîðìà � âåùåñòâåííûé ôóíêöèîíàë íà X.

Íîðìà â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü çàäàíà ðàçíûìè ñïîñîáàìè.
Íàïðèìåð, â ïðîñòðàíñòâå n-ìåðíûõ âåêòîðîâ Rn ÷àùå âñåãî èñïîëüçóþò äâå
íîðìû:

||x|| =
( n∑

j=1

x2
j

) 1
2 èëè ||x|| = max

j=1 . . n
|xj|,

ïåðâàÿ íîðìà íàçûâàåòñÿ ñôåðè÷åñêîé, âòîðàÿ íîðìà íàçûâàåòñÿ êóáè÷åñêîé.
Àíàëîãè÷íî, â ïðîñòðàíñòâå C[a, b] ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b],

||x(·)||2 =

b∫

a

x2(t) dt èëè ||x(·)|| = max
t∈[a,b]

|x(t)|.

Â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì åñòåñòâåííàÿ íîðìà ||x||2 =

(x, x). Òàê ÷òî ñôåðè÷åñêèå íîðìû â Rn è C[a, b] ÿâëÿþòñÿ íîðìàìè, ïîðîæäåí-
íûìè ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Ñ ïîìîùüþ íîðìû åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó
ýëåìåíòàìè â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå: ρ(x, y) = ||x − y||. Òàêèì îáðàçîì, áëè-
çîñòü ýëåìåíòîâ â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî îöåíèâàòü êàê íîðìó èõ
ðàçíîñòè.

Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ X íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñ-
ëî M > 0, ÷òî ||x|| ≤ M äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ x ýòîãî ìíîæåñòâà.

Ïóñòü X è Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå F : X → Y
íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè

∃M > 0 | ||F (x)|| ≤ M ||x|| ∀x ∈ D(F ).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì ëþáîå îãðàíè÷åííîå â X ìíîæåñòâî èç D(F ) ïåðåâî-
äèòñÿ â îãðàíè÷åííîå â Y ìíîæåñòâî.

Êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X→ Y íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åí-
íûì, åñëè

∃M > 0 | ||Ax|| ≤ M ||x|| ∀x ∈ D(A).
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Òîãäà ïðè x 6= 0 ìíîæåñòâî ÷èñåë ||Ax||/||x|| îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Åãî òî÷íóþ
âåðõíþþ ãðàíü íàçûâàþò íîðìîé îïåðàòîðà A. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

||A|| = sup
x 6=0

||Ax||
||x|| = sup

||x||=1
||Ax||.

Î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

||Ax|| ≤ ||A|| · ||x|| ∀x ∈ D(A)

÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè îöåíêàõ ñâåðõó.
Ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â îäíèõ è òåõ æå ïðîñòðàí-

ñòâàõ è èìåþùèõ îáùåå ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì. Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð ââîäÿòñÿ î÷åâèäíûì îáðà-
çîì. Â ýòîì ñëó÷àå íîðìà îïåðàòîðà óäîâëåòâîðÿåò âñåì íåîáõîäèìûì óñëîâè-
ÿì, è ýòî ìíîæåñòâî � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàæåì âàæíîå â äàëüíåéøåì óòâåðæäåíèå.

13.1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé íà R(A) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∃m > 0 | ||A x|| ≥ m ||x|| ∀x ∈ D(A).

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü A−1 � îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé ê A îïåðàòîð íà R(A)

è ∃M > 0 | ||A−1y|| ≤ M ||y|| ∀y ∈ R(A). Ïóñòü x ∈ D(A) è y = Ax. Òîãäà

||Ax|| = ||y|| ≥ 1

M
||A−1y|| = 1

M
||A−1Ax|| = 1

M
||x||.

Ïîëó÷èëè, ÷òî íóæíîå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïðè m = 1/M .
Äîñòàòî÷íîñòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü íåðàâåíñòâî èç óòâåðæäåíèÿ âû-

ïîëíåíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ∈ N(A). Òîãäà ||x|| ≤ 1/m ||Ax|| = 0 è, ñëåäî-
âàòåëüíî, x = 0. Òàê êàê N(A) = {0}, òî ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð A−1.
Ïóñòü y ∈ R(A) è x = A−1y. Òîãäà

||A−1y|| = ||x|| ≤ 1

m
||Ax|| = 1

m
||AA−1y|| = 1

m
||y|| ∀y ∈ R(A),
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òî åñòü îáðàòíûé îïåðàòîð îãðàíè÷åí. •

14. Àïïðîêñèìàöèÿ è èíòåðïîëÿöèÿ. Àïðèîðíûå îöåíêè ïîãðåø-
íîñòè

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X àïïðîêñèìèðóåò ïðîñòðàíñòâî X, åñ-
ëè óêàçàíû òàêèå ëèíåéíûå îïåðàòîðû TX : X → X, SX : X → X, ÷òî
TX SX = I. Àíàëîãè÷íî, ïðîñòðàíñòâî Y àïïðîêñèìèðóåò ïðîñòðàíñòâî Y, åñëè
óêàçàíû òàêèå ëèíåéíûå îïåðàòîðû TY : Y→ Y, SY : Y→ Y, ÷òî TY SY = I.
Îïåðàòîðû TX , TY áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîðàìè àïïðîêñèìàöèè, à îïåðàòîðû
SX , SY � îïåðàòîðàìè èíòåðïîëÿöèè.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè SX TX = I, òî îïåðàòîðû TX è SX ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî
îáðàòíûìè. Òîãäà ïðîñòðàíñòâà X è X áóäóò ýêâèâàëåíòíûìè. Â ýòîì ñëó÷àå
âûðîæäàåòñÿ ñàìà èäåÿ àïïðîêñèìàöèè. Òàê ÷òî ïðè íåâûðîæäåííîé àïïðîê-
ñèìàöèè SX TX 6= I. Íî èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ÷åì áëèæå îïåðàòîð SX TX ê
òîæäåñòâåííîìó îïåðàòîðó, òåì áëèæå ïðîñòðàíñòâî X ê ïðîñòðàíñòâó X.

Ýëåìåíòû x è x, y è y ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ïðîñòðàíñòâàì. Ïîýòîìó äëÿ
îöåíêè èõ áëèçîñòè îïðåäåëèì S-ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ êàê ||x − SX x||, T-
ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ êàê ||TX x−x||, S-ïîãðåøíîñòü ïðàâîé ÷àñòè êàê ||y−
SY y|| è, íàêîíåö, T-ïîãðåøíîñòü ïðàâîé ÷àñòè êàê ||TY y − y||. Ïîêàæåì, êàê
S− è T− ïîãðåøíîñòè ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì.

14.1. Åñëè îïåðàòîð TX îãðàíè÷åí, òî ||TX x− x|| ≤ ||TX || · ||x− SX x||;
åñëè îïåðàòîð TY îãðàíè÷åí, òî ||TY y − y|| ≤ ||TY || · ||y − SY y||;
åñëè îïåðàòîð SX îãðàíè÷åí, òî ||x−SX x|| ≤ ||SX ||·||TX x−x||+||(SX TX−I)x||;
åñëè îïåðàòîð SY îãðàíè÷åí, òî ||y−SY y|| ≤ ||SY ||·||TY y−y||+||(SY TY −I)y||.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

TX x− x = TX x− TX SXx = TX (x− SX x),

x− SX x = x− SX TX x + SX TX x− SX x = (I − SX TX) x + SX (TX x− x).

Îòñþäà ñëåäóþò ïåðâîå è òðåòüå íåðàâåíñòâà ëåììû. Âòîðîå è ÷åòâåðòîå íåðà-
âåíñòâà äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. •
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Ïóñòü X, Y � ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, A : X→ Y � ëèíåéíûé
îïåðàòîð,

Ax = y, x ∈ X, y ∈ Y

� ëèíåéíîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå.
Åñëè ïðîñòðàíñòâà X, Y àïïðîêñèìèðóþò ïðîñòðàíñòâà X, Y, òî ëþáîé ëè-

íåéíûé îïåðàòîð A : X→ Y áóäåì íàçûâàòü àïïðîêñèìèðóþùèì îïåðàòîð A,
à óðàâíåíèå

Ax = y, x ∈ X, y ∈ Y

� àïïðîêñèìèðóþùèì. Ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâà X, Y, îïåðàòîð A è èñõîäíîå
óðàâíåíèå áóäåì íàçûâàòü òî÷íûìè.

Íà ðèñ. 14.1 ïîêàçàíî, îòêóäà è êóäà äåéñòâóþò ðàññìàòðèâàåìûå ëèíåéíûå
îïåðàòîðû.

X A−→ Y
TX ↓↑ SX TY ↓↑ SY

X A−→ Y

Ðèñ. 14.1.

Ïîëó÷èì àïðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ (íè÷åãî
ïîêà íå ïðåäïîëàãàÿ î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé òî÷íîãî è àï-
ïðîêñèìèðóþùåãî óðàâíåíèé).

14.2. Ïóñòü x ∈ D(A), x ∈ D(A) è y = Ax, y = A x. Åñëè SX x ∈ D(A), x−
SX x /∈ N(A) è îïåðàòîð SY îãðàíè÷åí, òî ∃L > 0 |

||x− SX x|| ≤

≤ L
{
||(I − SY TY ) A (x− SX x)||+ ||SY || · ||TY y− y||+ ||SY || · ||(A− TY ASX) x||

}
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê 0 ∈ N(A), òî x− SX x 6= 0. Î÷åâèäíî, ÷òî

||x− SX x|| = ||x− SX x||
||A(x− SX x)|| ||A(x− SX x)||.

Ïóñòü L = ||x−SX x|| / ||A(x−SX x)||. Òîãäà ||x−SX x|| = L ||A(x−SX x)||, ïðè
ýòîì

A (x− SX x) = A (x− SX x)− SY TY A (x− SX x)+

+SY TY y − SY y + SY A x− SY TY ASX x =

= (I − SY TY ) A (x− SX x) + SY (TY y − y) + SY (A− TY A SX) x. •

Â íåðàâåíñòâå èç óòâåðæäåíèÿ 12.2 âûðàæåíèå x−SXx ïðèñóòñòâóåò è ñëåâà,
è ñïðàâà, â òîì ÷èñëå è â âûðàæåíèè êîíñòàíòû L. Ïîëó÷èëîñü òàê, ÷òî S-
ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ âûðàæàåòñÿ ñàìà ÷åðåç ñåáÿ. Íî åñëè îïåðàòîð A èìååò
îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé, òî åñòü ||Ax|| ≥ m||x||, òî L çàìåíÿåòñÿ íà 1/m. Ïðè
ýòîì N(A) = {0}, è óñëîâèå x−SX x /∈ N(A) ñòàíîâèòñÿ èçëèøíèì, òàê êàê ïðè
x − SX x = 0 ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî òåðÿåò ñìûñë (îíî òåïåðü âûïîëíÿåòñÿ
ïðè ëþáîì L ≥ 0).

Ïóñòü, êðîìå òîãî, îïåðàòîð A îãðàíè÷åí, ||Ax|| ≤ M ||x|| è îïåðàòîð SY TY

íàñòîëüêî áëèçîê ê òîæäåñòâåííîìó, ÷òî ||SY TY − I|| < m/M . Òîãäà

||x− SXx|| ≤ ||SY ||
m−M ||SY TY − I||

(
||TY y − y||+ ||(A− TY ASX) x||

)
.

Åñëè îïðåäåëåíû íîðìû îïåðàòîðîâ A è A−1, òî èìååì

||x− SXx|| ≤ ||SY || · ||A−1||
1− ||SY TY − I|| · ||A|| · ||A−1||

(
||TY y − y||+ ||(A− TY ASX) x||

)
.

Íåðàâåíñòâî èç óòâåðæäåíèÿ 14.2 (àïðèîðíàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ)
ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå x̃ = SXx áóäåò áëèçêèì ê òî÷íîìó ðå-
øåíèþ x, åñëè äîñòàòî÷íî ìàëû òðè ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà.
Ïåðâîå ñëàãàåìîå îïðåäåëÿåò, íàñêîëüêî õîðîøî ïðàâàÿ ÷àñòü àïïðîêñèìèðó-
þùåãî óðàâíåíèÿ ïðèáëèæàåò ïðàâóþ ÷àñòü òî÷íîãî óðàâíåíèÿ. Âòîðîå ñëàãà-
åìîå îöåíèâàåò áëèçîñòü îïåðàòîðîâ A è A. Òðåòüå ñëàãàåìîå ïîêàçûâàåò, íà-
ñêîëüêî îïåðàòîð SY TY áëèçîê ê òîæäåñòâåííîìó. Ïî âåëè÷èíå ïðàâîé ÷àñòè
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íåðàâåíñòâà ìîæíî îöåíèâàòü, íàñêîëüêî áëèçêèì ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìèðóþùåå
óðàâíåíèå ê òî÷íîìó óðàâíåíèþ.

14.3. Ïóñòü x ∈ D(A), x ∈ D(A) è y = Ax, y = Ax. Åñëè TX x ∈
D(A), TX x− x /∈ N(A) è îïåðàòîð TY îãðàíè÷åí, òî ∃L > 0 |

||TXx− x|| ≤ L
{
||TY y + ||TY || · ||(A− SY ATX) x||

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

L = ||TXx− x|| / ||A (TXx− x)||).

Òîãäà ||TXx− x|| = L ||A (TXx− x)||, ïðè ýòîì

A (TXx− x) = TY SY ATX x− TY Ax + TY y − y. •

Çàìå÷àíèå. Åñëè îïåðàòîð A èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé, òî ìîæíî âû-
áðàòü L = 1/||A−1||. Òîãäà íå íóæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî TX x− x /∈ N(A).

15. Óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè òî÷íûé è àïïðîêñèìèðóþùèé îïåðàòîðû äîñòàòî÷íî
áëèçêè äðóã ê äðóãó, òî ïðè íåêîòîðîì óñëîâèè îíè îäíîâðåìåííî îáðàòèìû,
òî÷íåå èìåþò îãðàíè÷åííûå (ëåâûå) îáðàòíûå îïåðàòîðû. Íàïîìíèì, ÷òî îïå-
ðàòîð A èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∃m > 0 | ||Ax|| ≥ m ||x|| ∀x ∈ D(A)

è îïåðàòîð A èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∃m > 0 | ||Ax|| ≥ m ||x|| ∀x ∈ D(A).

Ïðè îöåíêàõ ñíèçó íîðì ýëåìåíòîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü äâà ïðîñòûõ íåðà-
âåíñòâà

||x|| ≥ ||y|| − ||x− y|| è ||x|| ≥ ||Ax||
||A|| (||A|| 6= 0).
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15.1. Ïóñòü SXx ∈ D(A) ∀ x ∈ D(A) è îïåðàòîðû SY è TX îãðàíè÷åíû.
Ïóñòü îïåðàòîð A èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

||(A− TY ASX) x|| ≤ m1 ||x|| ∀x ∈ D(A),

||(SY TY − I) ASX x|| ≤ m2 ||x|| ∀x ∈ D(A),

(âåëè÷èíû m1 è m2 íå çàâèñÿò îò x). Åñëè

(m1 ||SY ||+ m2) ||TX || < m,

òî îïåðàòîð A èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ D(A). Îöåíèì

||Ax|| ≥ ||TY ASX x|| − ||(A− TY ASX) x||,

ïðè ýòîì
||TY A SX x|| ≥ 1

||SY || ||SY TY ASX x|| ≥

≥ 1

||SY ||
(
||ASX x|| − ||(SY TY − I) ASX x||

)

è
||ASX x|| ≥ m ||SX x|| ≥ m

||TX || ||TX SX x|| = m

||TX || ||x||.

Ñëåäîâàòåëüíî,

||Ax|| ≥
(

1

||SY ||
( m

||TX || −m2

)
−m1

)
||x|| = m ||x||,

ãäå
m =

m− (m1 ||SY ||+ m2) ||TX ||
||SY || · ||TX || .

Åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî èç óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ, òî m > 0. •
Çàìå÷àíèå. ßñíî, ÷òî â êà÷åñòâå ÷èñåë m1 è m2 èìååò ñìûñë áðàòü íàèìåíü-

øèå âîçìîæíûå, òî åñòü íîðìû îïåðàòîðîâ A − TY ASX è (SY TY − I)ASX . Íî
âû÷èñëÿòü íîðìû îïåðàòîðîâ èíîãäà äîñòàòî÷íî òðóäíî, à ïîëó÷èòü äëÿ íèõ
îöåíêè ñâåðõó, êàê ïðàâèëî, ñóùåñòâåííî ïðîùå.
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15.2. Ïóñòü TX x ∈ D(A) ∀x ∈ D(A) è îïåðàòîðû SX è TY îãðàíè÷åíû.
Ïóñòü îïåðàòîð A èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

||(A− SY ATX) x|| ≤ m1 ||x|| ∀x ∈ D(A),

||(SX TX − I) x|| ≤ m2 ||x|| ∀x ∈ D(A),

(ïîñòîÿííûå m1 è m2 íå çàâèñÿò îò x). Åñëè

m1 ||SX || · ||TY || < m(1−m2),

òî îïåðàòîð A èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ D(A) . Îöåíèì

||Ax|| ≥ ||SY ATX x|| − ||(A− SY ATX) x||,

ïðè ýòîì

||SY ATX x|| ≥ 1

||TY || ||ATX x|| ≥ m

||TY || ||TX x|| ≥ m

||TY || · ||SX || ||SX TX x||

è
||SX TX x|| ≥ ||x|| − ||(I − SX TX) x||.

Ñëåäîâàòåëüíî,

||Ax|| ≥
(

m

||TY || · ||SX || (1−m2)−m1

)
||x|| = m ||x||,

ãäå
m =

m(1−m2)−m1 ||TY || · ||SX ||
||TY || · ||SX || .

Åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî èç óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ, òî m > 0. •
15.3. Ïóñòü îïðåäåëåíû íîðìû îáðàòíûõ îïåðàòîðîâ A−1 è A

−1. Åñëè âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 15.1, òî

||A−1|| ≤ ||SY || ||TX || ||A−1||
1− (m1 ||SY ||+ m2) ||TX || ||A−1|| .

Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 15.2, òî

||A−1|| ≤ ||TY || ||SX || ||A−1||
1−m2 −m1 ||TY || ||SX || ||A−1||

.
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Çíàòü, ÷òî àïïðîêñèìèðóþùèé îïåðàòîð èìååò îáðàòíûé îïåðàòîð, âàæíî
ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå. Åñëè ïðîñòðàíñòâà X è Y êîíå÷íîìåðíûå è èìåþò îä-
íó è òó æå ðàçìåðíîñòü, òî àïïðîêñèìèðóþùåå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ÑËÀÓ. Èçâåñòíî, ÷òî åå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè, åñëè
äîêàçàíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà ìîæåò èìåòü òîëüêî îäíî ðåøåíèå (èç åäèíñòâåííî-
ñòè ðåøåíèÿ ñëåäóåò åãî ñóùåñòâîâàíèå). Èìåííî òàêîé ñëó÷àé íàèáîëåå ÷àñòî
âñòðå÷àåòñÿ íà ïðàêòèêå. Â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå
òàêæå èìååò ìåñòî, åñëè A � îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà èëè îïåðàòîð, äëÿ êîòîðî-
ãî âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû òîëüêî àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà. Íî â îáùåì ñëó÷àå
èç òîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå òî÷íîãî óðàâíåíèÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ y, âîâñå
íå ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå àïïðîêñèìèðóþùåãî óðàâíåíèÿ ñ ïðàâîé
÷àñòüþ y = TY y.

Â ñëåäóþùèõ äâóõ ïàðàãðàôàõ ìû ðàññìîòðèì äâà ïðèáëèæåííûõ ìåòîäà
ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà

(Ax)(t) ≡ x(t) +

β∫

α

x(τ) K(τ, t) dτ = y(t), t ∈ [α, β],

� ìåòîä ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð è ìåòîä Ãàëåðêèíà. Ïîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ
óòâåðæäåíèÿ 15.1 ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ àï-
ïðîêñèìèðóþùèå óðàâíåíèÿ èìåþò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãî ïîëó÷èì
è èññëåäóåì âûðàæåíèÿ äëÿ âåëè÷èí m1 è m2 â íåðàâåíñòâàõ

||(A− TY ASX)x|| ≤ m1 ||x|| è ||(SY TY − I)ASXx|| ≤ m2 ||x||.

16. Ìåòîä ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð

Ïóñòü òî÷íûå ïðîñòðàíñòâà

X = Y = C([α, β]), ||x(·)|| = max
t∈[α,β]

|x(t)|.
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Çàäàäèì òî÷êè àïïðîêñèìàöèè t1, . . . , tn íà [α, β]. Ïóñòü îïåðàòîð àïïðîêñèìà-
öèè

T : x(·) 7→ x = (x(t1), . . . , x(tn)),

îïåðàòîð èíòåðïîëÿöèè (êóñî÷íî�ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ)

S : x 7→ x̃(t) = xj
tj+1 − t

tj+1 − tj
+ xj+1

t− tj
tj+1 − tj

, t ∈ [tj, tj+1]

è àïïðîêñèìèðóþùèå ïðîñòðàíñòâà

X = Y = Rn, ||x|| = max
j
|xj| (êóáè÷åñêàÿ íîðìà).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ||Tx (·)|| ≤ ||x(·)|| è ||S x|| ≤ ||x̃|| (ò. å. îïåðàòîðû T è S

îãðàíè÷åíû). Áîëåå òîãî, ||T || = 1, ||S|| = 1.
Àïïðîêñèìèðóþùåå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåá-

ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ)

(A x)k ≡ xk +
1

2

n−1∑

j=1

[
xj K(tj, tk) + xj+1 K(tj+1, tk)

]
(tj+1 − tj) = yk, k = 1 . . n,

ïðè çàìåíå èíòåãðàëà íà ñóììó èñïîëüçîâàíà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà òðàïåöèé.

Ïåðâàÿ íîðìà

||(A− TAS)x|| = max
k=1 . . n

|(Ax)k − (TASx)k|,

çäåñü êîìïîíåíòà âåêòîðà ñ íîìåðîì k

(Ax)k = xk +
n−1∑

j=1

[xj K(tj, tk) + xj+1 K(tj+1, tk)]
tj+1 − tj

2
=

= xk +
n−1∑

j=1

[
xj K(tj, tk)

tj+1∫

tj

tj+1 − τ

tj+1 − tj
dτ + xj+1 K(tj+1, tk)

tj+1∫

tj

τ − tj
tj+1 − tj

dτ
]
,

òàê êàê
tj+1∫

tj

tj+1 − τ

tj+1 − tj
dτ =

tj+1∫

tj

τ − tj
tj+1 − tj

dτ =
tj+1 − tj

2
.



Ìåòîä ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð 45

Äàëåå,

(ASx)(t) = x̃(t) +
n−1∑

j=1

tj+1∫

tj

x̃(τ) K(τ, t) dτ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t = tk

(TASx)k = xk +
n−1∑

j=1

tj+1∫

tj

[
xj

tj+1 − τ

tk+j − tj
+ xj+1

τ − tj
tk+j − tj

]
K(τ, tk) dτ.

Òîãäà
|(Ax)k − (TASx)k| ≤

≤
n−1∑

j=1

tj+1∫

tj

[
|xj| |K(tj, tk)−K(τ, tk)| tj+1 − τ

tk+j − tj
+

+|xj+1| |K(tj+1, tk)−K(τ, tk)| τ − tj
tk+j − tj

]
dτ

è îêîí÷àòåëüíî
||(A− TAS)x|| ≤ m1 ||x||,

ãäå

m1 = max
k=1 . . n

n−1∑

j=1

tj+1∫

tj

[
|K(tj, tk)−K(τ, tk)| tj+1 − τ

tk+j − tj
+

+|K(tj+1, tk)−K(τ, tk)| τ − tj
tk+j − tj

]
dτ.

Ïðè îöåíêå âòîðîé íîðìû îáîçíà÷èì z(t) = (ASXx)(t). Òîãäà

||(ST − I)ASx|| = max
t∈[α,β]

|STz(t)− z(t)| = max
k=1 . . n

max
t∈[tk,tk+1]

|STz(t)− z(t)|.

Ïðè t ∈ [tk, tk+1] èìååì

STz(t)− z(t) = z(tk)
tk+1 − t

tk+1 − tk
+ z(tk+1)

t− tk
tk+1 − tk

− z(t) =

= xk
tk+1 − t

tk+1 − tk
+

tk+1 − t

tk+1 − tk

n−1∑

j=1

tj+1∫

tj

x̃(τ)K(τ, tk) dτ+
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+xk+1
t− tk

tk+1 − tk
+

t− tk
tk+1 − tk

n−1∑

j=1

tj+1∫

tj

x̃(τ)K(τ, tk+1) dτ−

−x̃(t)−
n−1∑

j=1

tj+1∫

tj

x̃(τ)K(τ, t) dτ,

çäåñü

n−1∑

j=1

tj+1∫

tj

x̃(τ)K(τ, t) dτ =
[ tk+1 − τ

tk+1 − tk
+

τ − tk
tk+1 − tk

] n−1∑

j=1

tj+1∫

tj

x̃(τ)K(τ, t) dτ.

Î÷åâèäíî, ÷òî
tk+1 − t

tk+1 − tk
+

t− tk
tk+1 − tk

= 1.

Ïîýòîìó

SY TY z(t)− z(t) =
tk+1 − t

tk+1 − tk

n−1∑

j=1

tj+1∫

tj

x̃(τ)[K(τ, tk)−K(τ, t)] dτ+

+
t− tk

tk+1 − tk

n−1∑

j=1

tj+1∫

tj

x̃(τ)[K(τ, tk+1)−K(τ, t)] dτ.

Òàê êàê |x̃(τ)| ≤ ||x||, òî

|STz(t)− z(t)| ≤ m2 ||x||,

ãäå

m2 = max
k=1 . . n

max
t∈[tk,tk+1]

[
tk+1 − t

tk+1 − tk

n−1∑

j=1

tj+1∫

tj

|K(τ, tk)−K(τ, t)| dτ+

+
t− tk

tk+1 − tk

n−1∑

j=1

tj+1∫

tj

|K(τ, tk+1)−K(τ, t)| dτ
]
.

Ïóñòü ÿäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ K(τ, t) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà
[α, β] × [α, β]. Ýòà ôóíêöèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé, òî åñòü
äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå δ > 0, ÷òî |K(τ ′, t′)−K(τ ′′, t′′)| < ε ïðè
|τ ′ − τ ′′| < δ, |t′ − t′′| < δ.
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Ïóñòü ε > 0. ×èñëî δ âûáåðåì ïî ε(β − α). Ïóñòü

h = max
j=1..n−1

(tj+1 − tj) < δ.

Ýòî óñëîâèå âñåãäà ìîæåò áûòü âûïîëíåíî çà ñ÷åò âûáîðà ïàðàìåòðà ïðèáëè-
æåííîé ñõåìû n. Åñëè, íàïðèìåð, òî÷êè tj íàõîäÿòñÿ íà ðàâíîì ðàññòîÿíèè h

äðóã îò äðóãà, òî h = (β − α)/(n− 1).
Òîãäà â âûðàæåíèÿõ m1 è m2 âñå àáñîëþòíûå âåëè÷èíû ðàçíîñòåé çíà÷åíèé

ôóíêöèè K(τ, t) áóäóò ìåíüøå ε(β − α). Ñëåäîâàòåëüíî, m1 < ε è m2 < ε. Ìû
äîêàçàëè, ÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî èç
óòâåðæäåíèÿ 15.1.

17. Ìåòîä Ãàëåðêèíà

Ïóñòü X = Y = L2(α, β),

||x(·)||2 =

β∫

α

|x(t)|2 dt

(èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà) è < x(·), y(·) > � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå L2(α, β). Ïóñòü ϕj(·), j = 1, 2, . . . � îðòîíîðìèðî-
âàííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé â L2(α, β), òî åñòü < ϕk(·), ϕj(·) >= δkj, k, j = 1, 2, . . .

Ëþáîìó ýëåìåíòó x(·) ∈ L2(α, β) ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå íàáîð ÷èñåë
xj =< x(·), ϕj(·) > (êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå) è ôîðìàëüíûé ðÿä (ðÿä Ôóðüå)

+∞∑

j=1

< x(·), ϕj(·) > ϕj(·).

Ïóñòü
T : x(·) 7→ x = (< x(·), ϕ1(·) >, . . . , < x(·), ϕn(·) >)

è
S : x 7→ x̃(·) =

n∑

j=1

xj ϕj(·)

(÷àñòíàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå). Ïðè ýòîì X = Y = Rn ñî ñôåðè÷åñêîé íîðìîé

||x||2 =
n∑

j=1

|xj|2.
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Ìåòîä Ãàëåðêèíà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà èùåì â âèäå

x̃(·) =
n∑

j=1

xj ϕj(·).

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå è óìíîæèì ñêàëÿðíî îáå ÷àñòè íà ϕk(·),
k = 1 . . n. Ïîëó÷èì àïïðîêñèìèðóþùóþ ÑËÀÓ

Ax ≡ xk +
n∑

j=1

xj Kkj = yk, k = 1 . . n,

Kkj =

β∫

α

β∫

α

K(τ, t) ϕj(τ) ϕk(t) dτ dt.

Ðàññìîòðèì ïåðâîå íåðàâåíñòâî èç óòâåðæäåíèÿ 3.1. Âñå êîìïîíåíòû âåêòî-
ðà z = (A− TY ASX) x ðàâíû íóëþ:

zk = xk− < x̃(·) +

β∫

α

x̃(τ) K(τ, ·) dτ, ϕk(·) >= 0.

Ïîýòîìó ||(A − TY ASX) x|| = 0 è ïåðâîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì
m1 ≥ 0 (íî, êîíå÷íî, ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî m1 = 0).

Ðàññìîòðèì òåïåðü âòîðîå íåðàâåíñòâî. Ïóñòü z(·) ∈ L2(α, β). Òîãäà ôóíê-
öèÿ

(I − SY TY )z(·) =
+∞∑

k=n+1

< z(·), ϕk(·) > ϕk(·)

� îñòàòîê ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè z(·). Ïðè

z(t) = ASXx = x̃(t) +

β∫

α

x̃(τ)K(τ, t) dτ =
n∑

j=1

xj

[
ϕj(t) +

β∫

α

ϕj(τ) K(τ, t) dτ
]

ïîëó÷èì
(I − SY TY )z(·) =

+∞∑

k=n+1

( n∑

j=1

xj Kkj

)
ϕk(·).

Èç íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà
( n∑

j=1

aj bj

)2

≤
n∑

j=1

|aj|2
n∑

j=1

|bj|2
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ñëåäóåò, ÷òî

||(I − SY TY ) A SX x||2 =

β∫

α

|(I − SY TY ) z(t)|2 dt =
+∞∑

k=n+1

( n∑

j=1

xj Kkj

)2

≤

≤
+∞∑

k=n+1

( n∑

j=1

|xj|2
n∑

j=1

|Kkj|2
)
≤ m2

2 ||x||2,

ãäå
m2

2 =
+∞∑

k=n+1

n∑

j=1

|Kkj|2 ≤
+∞∑

k=n+1

+∞∑

j=1

|Kkj|2 → 0 ïðè n → +∞.

Êàê è â ñëó÷àå ìåòîäà ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n óñëîâèå
óòâåðæäåíèÿ 3.1 áóäåò âûïîëíåíî.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå.
Åñëè èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà ìîæåò èìåòü òîëüêî

îäíî ðåøåíèå, òî àïïðîêñèìèðóþùàÿ åãî ÑËÀÓ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n

èìååò ðåøåíèå è òîëüêî îäíî.

Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì ìåòîäà Ãàëåðêèíà èñïîëüçóåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî
ôóíêöèé ϕj(·). Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ýòè ôóíêöèè îáðàçóþò áåñêîíå÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîíàäîáèëîñü äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèé óòâåðæäåíèÿ 15.1.

18. Àïïðîêñèìàöèÿ äâîéñòâåííîñòè

Êàê áûëî óñòàíîâëåíî ðàíüøå, äâîéñòâåííûì ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ
Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

(A′x′)(t) ≡ x′(t) +

β∫

α

x′(τ) K(t, τ) dτ = y′(t), t ∈ [α, β].

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî àïïðîêñèìèðóþùèå ýòî óðàâíåíèå ÑËÀÓ, ïîëó÷åííûå ìåòî-
äîì ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð èëè ìåòîäîì Ãàëåðêèíà, ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåííûìè
ê ÑËÀÓ, àïïðîêñèìèðóþùèì èñõîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå. Äâîéñòâåííû-
ìè â òîì ñìûñëå, ÷òî ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ó òàêèõ ÑËÀÓ ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî
òðàíñïîíèðîâàííûìè. Àíàëîãè÷íûé ýôôåêò íàáëþäàåòñÿ è â ñëó÷àå àáñòðàêò-
íûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé.
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Ïóñòü X,X′ è Y,Y′ � äâîéñòâåííûå ïðîñòðàíñòâà, A : X→ Y è A′ : Y′ → X′

� äâîéñòâåííûå îïåðàòîðû. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâà X è Y àïïðîêñèìèðóþò ïðî-
ñòðàíñòâà X è Y, à TX , SX , TY , SY � îïåðàòîðû àïïðîêñèìàöèè è èíòåðïîëÿöèè.
×òîáû àïïðîêñèìèðîâàòü ïðîñòðàíñòâà X′, Y′ è îïåðàòîð A′, íóæíî îïðåäåëèòü
îïåðàòîðû T ′

X , S ′X , T ′
Y , S ′Y è A′ (ñì. ðèñ. 18.1).

X′ A′
←− Y′

TX′ ↓↑ SX′ TY ′ ↓↑ SY ′

X′ A′←− Y′

Ðèñ. 18.1.

Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííûé ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè äâîéñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâ
è îïåðàòîðîâ. Ïóñòü X′ è Y′ � ïðîñòðàíñòâà, äâîéñòâåííûå ê X è Y.

18.1. Åñëè îïåðàòîðû TX è SX èìåþò äâîéñòâåííûå, òî ïðîñòðàíñòâî X′

àïïðîêñèìèðóåò ïðîñòðàíñòâî X′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðîâ àïïðîêñèìàöèè è èíòåðïîëÿ-
öèè TXSX = I (â ïðîñòðàíñòâå X). Èç ñâîéñòâ 3) è 5) äâîéñòâåííûõ îïåðàòîðîâ
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îïåðàòîðîâ T ′

X : X′ → X′ è S ′X : X′ → X′ âûïîëíÿåòñÿ òîæäå-
ñòâî S ′XT ′

X = I (â ïðîñòðàíñòâå X′). Ïîýòîìó X′ � àïïðîêñèìàöèÿ X′, ïðè ýòîì
îïåðàòîðû àïïðîêñèìàöèè è èíòåðïîëÿöèè òàêîâû, ÷òî TX′ = S ′X , SX′ = T ′

X .
•

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî X′ = X′ íå îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàöèè àïïðîêñèìàöèè
è äâîéñòâåííîñòè êîììóòèðóþò. Ýòî ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî
X′ ìîæåò áûòü âûáðàíî â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè ïðîñòðàíñòâà X′ (èç âñåõ
âîçìîæíûõ àïïðîêñèìàöèé).

Óòâåðæäåíèå 18.1 ìîæíî áûëî áû ñôîðìóëèðîâàòü â äðóãîé ôîðìå: ïðî-
ñòðàíñòâî, äâîéñòâåííîå ê àïïðîêñèìèðóþùåìó ïðîñòðàíñòâó, àïïðîêñèìè-
ðóåò ïðîñòðàíñòâî, äâîéñòâåííîå ê òî÷íîìó.

Ïî àíàëîãèè ìîæíî âûáèðàòü Y′ = Y′.
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18.2. Åñëè îïåðàòîð A
′ ñóùåñòâóåò, òî îí àïïðîêñèìèðóåò îïåðàòîð A′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îïåðàòîð A : X → Y àïïðîêñèìèðóåò îïåðàòîð A :

X→ Y. Êàê ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ äâîéñòâåííîãî îïåðàòîðà,
îïåðàòîð A

′ äåéñòâóåò èç Y′ â X′.
Ðàâåíñòâî A′ = A

′ òàêæå ñëåäóåò ïîíèìàòü â òîì ñìûñëå, ÷òî A
′ � îäèí èç

îïåðàòîðîâ, àïïðîêñèìèðóþùèõ A′. Ìîæíî âûáðàòü è äðóãîé àïïðîêñèìèðóþ-
ùèé îïåðàòîð. •

Åñëè X′ = X′, Y′ = Y′ è A′ = A
′, òî äèàãðàììà íà ðèñ. 18.1 óòî÷íÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ðèñ. 18.1).

X′ A′
←− Y′

S ′X ↓↑ T ′
X S ′Y ↓↑ T ′

Y

X′ A
′

←− Y′

Ðèñ. 18.1.

18.3. Åñëè A′ = A
′, òî (A

0
)′ = (A′)

0 è (Ã
0
)′ = (̃A′)

0
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðè åñòåñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè A
0

=

TY ASX ïîëó÷èì (A
0
)′ = S ′X A′ T ′

Y . Ñ äðóãîé ñòîðîíû (A′)
0

= TX′ A′ SY ′ =

S ′X A′ T ′
Y . Ïîýòîìó "îïåðàöèè" 0 è ′ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ïåðåñòàíîâî÷íû.

Êðîìå òîãî, (Ã
0
)′ = (SY A TX)′ = T ′

X A
′
S ′Y è (̃A′)

0
= T ′

X A′ S ′Y . Çàìåòèì, ÷òî
ïðè A

′ 6= A′ âòîðîå ðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ. •
Â äîïîëíåíèå ê óòâåðæäåíèþ 18.3 ïðèâåäåì åùå ïàðó ôîðìóë:

(Ã
0
)
0

= (SY ATX)
0

= TY SY ATX SX = A,

˜
(A

0
)
0

= ˜(TY ASX)
0

= SY TY ASX TX 6= A.

Äëÿ ñîïðÿæåííûõ è àëãåáðàè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ ïðîñòðàíñòâ è îïåðàòîðîâ
èìåþò ìåñòî àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ.
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Ãëàâà 4. Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è

Àáñòðàêòíàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à ñòàâèòñÿ òàê:

f(x) → extr, x ∈ X ⊂ X.

Â åå ïîñòàíîâêó âõîäÿò òðè ýëåìåíòà: ìíîæåñòâî X, íà êîòîðîì îïðåäåëåí (âå-
ùåñòâåííîçíà÷íûé) ôóíêöèîíàë f(x), è îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå âûäåëÿþò ïîä-
ìíîæåñòâî X â X.

Ïîèñê ýêñòðåìóìà � ýòî ïîèñê èëè ìàêñèìóìà, èëè ìèíèìóìà. Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî â ìíîæåñòâå X îïðåäåëåíû îêðåñòíîñòè U(x) ýëåìåíòîâ x. Òîãäà
ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò x0 äîñòàâëÿåò ëîêàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó f(x), åñ-
ëè f(x) ≥ f(x0) ∀x ∈ U(x0). Èíîãäà òðåáóåòñÿ íàéòè òîëüêî ýëåìåíò x0, èíîãäà
� çíà÷åíèå f(x0) ôóíêöèîíàëà íà íåì, à ïî óìîë÷àíèþ � è òî, è äðóãîå.

Ïóñòü ÷àñòü îãðàíè÷åíèé çàäàíà êàê ðàâåíñòâî âèäà F (x) = 0, êîòîðîìó
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü èñêîìûå ýëåìåíòû. Òîãäà ïîñòàíîâêà ýêñòðåìàëüíîé çà-
äà÷è óòî÷íÿåòñÿ:

f(x) → extr, F (x) = 0, x ∈ X ⊂ X.

Çäåñü âîçìîæíû äâå òî÷êè çðåíèÿ: èëè íóæíî íàéòè ýëåìåíòû, äîñòàâëÿþùèå
ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëó ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè â âèäå ðàâåíñòâà;
èëè íóæíî íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ F (x) = 0, äîñòàâëÿþùèå ýêñòðåìóì.

Â äàëüíåéøåì ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ãëàäêèå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è,
òî åñòü òàêèå çàäà÷è, â êîòîðûõ ôóíêöèîíàëû äèôôåðåíöèðóåìû. Âûäåëèì
êëàññ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå. Íî ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êî-
ãäà è ôóíêöèîíàë, è óðàâíåíèå, çàäàþùåå îãðàíè÷åíèÿ, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè.
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19. Àáñòðàêòíîå ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå

Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå � ðàçäåë òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, ïîñâÿ-
ùåííûé ìåòîäàì ïîèñêà óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ëèíåéíîé ôóíêöèè íà ìíîæå-
ñòâå, çàäàííîì ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ. Äâå êëàññè÷åñêèå
çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ñòàíäàðòíîé ïîñòàíîâêå ñòàâÿòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: ïðÿìàÿ çàäà÷à

< c, x >→ max, Ax ≤ b, x ≥ 0

è äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

< b, y >→ min, A′y ≥ c, y ≥ 0,

çäåñü x ∈ Rn è y ∈ Rm � èñêîìûå âåêòîðû, c ∈ Rn è b ∈ Rm � çàäàííûå âåêòîðû,
A � çàäàííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m× n, A′ � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà.

Ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ýòè çàäà÷è, ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî-
ìåðíûìè. Ïîñòàâèì âîïðîñ: åñëè ñ÷èòàòü ýòè çàäà÷è àïïðîêñèìèðóþùèìè, òî
êàêèìè ìîãóò áûòü ñîîòâåòñòâóþùèå èì òî÷íûå çàäà÷è?

Ñàìûé åñòåñòâåííûé âàðèàíò îòâåòà � çàäà÷è èíòåãðàëüíîãî ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ: ïðÿìàÿ çàäà÷à

β∫

α

c(τ)x(τ) dτ → max,

β∫

α

A(t, τ)x(τ) dτ ≤ b(t), t ∈ [γ, δ], x(τ) ≥ 0, τ ∈ [α, β],

è äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à
δ∫

γ

b(t)y(t) dt → min,

δ∫

γ

A(τ, t)y(t) dt ≥ c(τ), τ ∈ [α, β], y(t) ≥ 0, t ∈ [γ, δ].

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çäåñü âñå ôóíêöèè íåïðåðûâíû.
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Äåéñòâèòåëüíî, çàäàäèì óçëû àïïðîêñèìàöèè τj ∈ [α, β], j = 1 . . N è tk ∈
[γ, δ], k = 1 . . M . Çàìåíèì èíòåãðàëû íà ñóììû âèäà

β∫

α

f(τ) dτ ≈
N∑

j=1

rj f(τj),

δ∫

γ

g(t) dt ≈
M∑

k=1

sk g(tk),

çäåñü rj è sk � (íåîòðèöàòåëüíûå) êîýôôèöèåíòû êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë. Îáî-
çíà÷èì xj = rj x(τj), yk = sk y(tk) è òîãäà ïîëó÷èì

N∑

j=1

c(τj) xj → max,

N∑

j=1

A(tk, τj) xj ≤ b(tk), k = 1 . . M, xj ≥ 0, j = 1 . . N,

è
M∑

k=1

b(tk) yk → min,

M∑

k=1

A(tk, τj) yk ≥ c(τj), j = 1 . . N, yk ≥ 0, k = 1 . . M.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàñïðåäåëåíèè ñèëû âäîëü óïðóãîé
ñòðóíû. Êàê èçâåñòíî, äëÿ ñòðóíû, çàêðåïëåííîé â òî÷êàõ x = 0 è x = l,
îòêëîíåíèå îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîä äåéñòâèåì ðàñïðåäåëåííîé ñèëû p(x)

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

u(x) =

l∫

0

G(x, t)p(t) dt,

ãäå G(x, t) � ôóíêöèÿ Ãðèíà. Ïóñòü íóæíî íàéòè òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ñèëû
âäîëü ñòðóíû ïðè ìèíèìàëüíîé ñóììàðíîé íàãðóçêå, ÷òîáû êàæäàÿ òî÷êà ñòðó-
íû âûøëà çà ïðåäåëû íåêîòîðîé çàäàííîé îáëàñòè. Òîãäà ïîëó÷èì çàäà÷ó èí-
òåãðàëüíîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ

l∫

0

p(t) dt → min,

l∫

0

G(x, t)p(t) dt ≥ q(x), p(t) ≥ 0.
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Ïîêàæåì, êàê ìîæíî îáîáùèòü ïîñòàíîâêè ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ÷òîáû çàäà÷è èíòåãðàëüíîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ îêàçàëèñü èõ ÷àñòíûì ñëó÷àåì.

Ïóñòü X,X′,Y,Y′ � óïîðÿäî÷åííûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû,
ñîãëàñîâàííûìè ñ óïîðÿäî÷åííîñòüþ: 1) x ≥ x ∀x; 2) åñëè x ≥ y, y ≥ z, òî
x ≥ z; 3) åñëè x ≥ y, y ≥ x, òî x = y; 4) åñëè x ≥ y, òî x + z ≥ y + z ∀z; 5) åñëè
x ≥ 0 è λ > 0, λ ∈ K, òî λx ≥ 0.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü òàêæå, ÷òî ÷àñòè÷íûå óïîðÿäî÷åííîñòè â X è X′ ñî-
ãëàñîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè x′ ≥ 0, òî < x, x′ >≥ ≥ 0 ∀x ∈ P+

X

(çäåñü P+
X � ïîëîæèòåëüíûé êîíóñ â X, ò. å. ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, óäî-

âëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó x ≥ 0). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè x′1 ≥ x′2, òî
< x, x′1 >≥< x, x′2 > ∀x ∈ P+

X . Ïóñòü ÷àñòè÷íûå óïîðÿäî÷åííîñòè â Y è Y′

òàêæå ñîãëàñîâàíû.
Ëåãêî âèäåòü, çàäà÷è èíòåãðàëüíîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âêëàäû-

âàþòñÿ â îáùóþ ñõåìó, ñîñòîÿùóþ èç ïàðû çàäà÷ àáñòðàêòíîãî ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ: ïðÿìîé çàäà÷è

< x, x′0 >→ max, Ax ≤ y′0, x ≥ 0,

è äâîéñòâåííîé çàäà÷è

< y, y′0 >→ min, A′y ≥ x′0, y ≥ 0.

Äëÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â àáñòðàêòíîé ïîñòàíîâêå îñòàþòñÿ
â ñèëå ìíîãèå ôàêòû, óñòàíîâëåííûå â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå. Äîêàæåì äâà
ïðîñòûõ óòâåðæäåíèÿ.

19.1. Åñëè x è y � äîïóñòèìûå ýëåìåíòû, òî < x, x′0 >≤< y, y′0 >.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x′0 ≤ A′y, òî < x, x′0 >≤< x, A′y > ∀x ∈ ∈ P+
X .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè Ax ≤ y′0, òî < y,Ax >≤< y, y′0 > ∀y ∈ P+
Y . Íî ïî

îïðåäåëåíèþ äâîéñòâåííîãî îïåðàòîðà < x,A′y >=< y,Ax >. •
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19.2. Åñëè x0 è y0 � äîïóñòèìûå ýëåìåíòû è < x0, x′0 >=< y0, y′0 >, òî x0

è y0 � ðåøåíèÿ ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y � ïðîèçâîëüíûå äîïóñòèìûå ýëåìåíòû. Êàê ñëå-
äóåò èç 19.1, < x, x′0 >≤< y0, y′0 >=< x0, x′0 >≤< y, y′0 >. •

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîðû àïïðîêñèìàöèè è èíòåðïîëÿöèè ñîõðàíÿþò
ïîðÿäîê â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ: íàïðèìåð, åñëè TX : X → X, òî èç x ≥ 0

ñëåäóåò x = TXx ≥ 0.
Çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, àïïðîêñèìèðóþùóþ ïðÿìóþ çàäà÷ó,

ïîñòàâèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

< x, S ′Xx′0 >→ max, TY ′ASXx ≤ TY ′y
′
0, x ≥ 0.

Çäåñü ýëåìåíòû òî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ çàìåíåíû íà ñîîòâåòñòâóþùèå èì ýëåìåí-
òû àïïðîêñèìèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ, à â êà÷åñòâå àïïðîêñèìèðóþùåãî îïåðà-
òîðà A : X→ Y′ âûáðàí îïåðàòîð åñòåñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè A

0
= TY ′ASX .

Ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òàêæå â ðåçóëüòàòå ñëåäóþùèõ ðàññóæäå-
íèé. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è â âèäå x = SXx. Ïîëó÷èì

< SXx, x′0 >→ max, ASXx ≤ y′0, SXx ≥ 0.

Â ôóíêöèîíàëå ïåðåéäåì îò îïåðàòîðà SX ê äâîéñòâåííîìó, ïåðâîå íåðàâåíñòâî
ñïðîåêòèðóåì íà ïðîñòðàíñòâî Y′, à âòîðîå � çàìåíèì íà x ≥ 0.

19.3. Ïðè åñòåñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè çàäà÷à, äâîéñòâåííàÿ ê çàäà÷å, àï-
ïðîêñèìèðóþùåé ïðÿìóþ çàäà÷ó, àïïðîêñèìèðóåò äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíèì àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ äëÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è.
Áóäåì èñêàòü åå ðåøåíèÿ â âèäå y = SY y. Èç

< SY y, y′0 >→ min, A′SY y ≥ x′0, SY y ≥ 0

ñëåäóåò, ÷òî

< y, S ′Y y′0 >→ min, TX′A′SY y ≥ TX′x′0, y ≥ 0.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äâå êîíå÷íîìåðíûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåííûìè. •

20. Èíòåãðàëüíîå âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå

Â êëàññè÷åñêîì âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà
èíòåãðàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ, ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ êîòîðûõ çàâèñÿò îò
èñêîìîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ, çàïèñûâàþòñÿ â âèäå äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé.

Ïîñòðîèì èíòåãðàëüíîå âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå (ÈÂÈ). Çàìåíèì îïåðà-
òîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà èìåþò âèä èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé ôóíêöèîíàë

I [x(·)] =

b∫

a

f(t, x(t), (K x)(t)) dt, ãäå (K x)(t) =

b∫

a

k(τ, t, x(τ)) dτ, t ∈ [a, b],

� èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Óðûñîíà.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çàäàííûå ôóíêöèè f(t, x, y), k(τ, t, x) íåïðåðûâíû

ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ. Áóäåì èñêàòü ýêñòðåìóìû ýòîãî ôóíêöèîíàëà â
ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C[a, b] ñ íîðìîé

||x(·)|| = max
t∈[a,b]

|x(t)|.

Íàçîâåì ïðîñòåéøåé çàäà÷åé ÈÂÈ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

I [x(·)] → extr, x(·) ∈ C[a, b].

Ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà â ïðîñòåéøåé çàäà÷å íà îñíîâà-
íèè èçâåñòíîãî ïðèíöèïà: åñëè îòîéòè îò òî÷êè ýêñòðåìóìà, òî çíà÷åíèå ôóíê-
öèîíàëà ïåðåñòàåò áûòü îïòèìàëüíûì. Â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå èìååò ìåñòî
òåîðåìà Ôåðìà: åñëè ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ýêñòðåìóìà â òî÷êå è äèôôåðåíöèðóå-
ìà, òî åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ â ýòîé òî÷êå. Äëÿ ôóíêöèîíàëîâ, çàâèñÿùèõ
îò ôóíêöèé, èñïîëüçóåòñÿ àíàëîãè÷íîå ïîíÿòèå � âàðèàöèÿ.
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Ïóñòü h(·) ∈ C[a, b]. Ïåðâîé âàðèàöèåé ôóíêöèîíàëà I [x(·)] íàçûâàåòñÿ

δI [x(·); h(·)] = lim
λ↓0

I [x(·) + λh(·)]− I [x(·)]
λ

(åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò). ßñíî, ÷òî

δI [x(·); h(·)] =
d

dλ
I [x(·) + λh(·)]

∣∣∣∣
λ=0

.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè x0(·) � ðåøåíèå ïðîñòåéøåé çàäà÷è è ïåðâàÿ âàðèàöèÿ
ôóíêöèîíàëà ñóùåñòâóåò, òî δI [x0(·); h(·)] = 0 ∀h(·) ∈ C[a, b] (íåîáõîäèìîå
óñëîâèå ýêñòðåìóìà).

Ñïðàâåäëèâû äâà âàæíûõ âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèÿ.

20.1. (îñíîâíàÿ ëåììà ÈÂÈ)
Ïóñòü a(·) ∈ C[a, b]. Åñëè

b∫

a

a(t) h(t) dt = 0 ∀h(·) ∈ C[a, b],

òî a(t) ≡ 0.

Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è ëåììà Ëàãðàíæà
êëàññè÷åñêîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàêîé-òî òî÷êå
è, ñëåäîâàòåëüíî, â åå îêðåñòíîñòè a(t) 6= 0. Ëåãêî ïîñòðîèòü íåïðåðûâíóþ
ôóíêöèþ h(·) òàê, ÷òîáû èíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé íå áûë ðàâåí íóëþ.
•

Àíàëîãîì ëåììû Äþáóà-Ðåéìîíà ÿâëÿåòñÿ

20.2. Ïóñòü c(·), d(·) ∈ C[a, b], k(·, ·) ∈ C([a, b]× [a, b]). Åñëè
b∫

a

[
c(t)h(t) + d(t)

b∫

a

h(τ)k(τ, t) dτ
]
dt = 0 ∀h(·) ∈ C[a, b],

òî

c(t) +

b∫

a

d(τ)k(t, τ) dτ ≡ 0.
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×òîáû ýòî äîêàçàòü, íóæíî èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â ëåâîé ÷àñòè
óñëîâèÿ è ïðèìåíèòü óòâåðæäåíèå 20.1. •

Òåïåðü ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà â ïðîñòåéøåé çàäà÷å.

20.3. Ïóñòü ôóíêöèè k(τ, t, x),
∂k

∂x
, f(t, x, y),

∂f

∂x
,

∂f

∂y
íåïðåðûâíû ïî ñî-

âîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ. Åñëè ôóíêöèÿ x(·) � ðåøåíèå ïðîñòåéøåé çàäà÷è, òî
îíà óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

∂f

∂x
(t, x(t), (K x)(t)) +

b∫

a

∂k

∂x
(t, τ, x(t))

∂f

∂y
(τ, x(τ), (K x)(τ)) dτ = 0, t ∈ [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ïåðâóþ âàðèàöèþ ôóíêöèîíàëà

δI [x(·); h(·)] =

b∫

a

∂f

∂x
(t, x(t), (K x)(t)) h(t) dt+

+

b∫

a

∂f

∂y
(t, x(t), (Kx)(t))

b∫

a

∂k

∂x
(τ, t, x(τ)) h(τ) dτ dt.

Èçìåíèì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ âî âòîðîì ñëàãàåìîì è ïåðåîáîçíà÷èì ïåðå-
ìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Òîãäà

δI [x(·); h(·)] =

b∫

a

[∂f

∂x
(t, x(t), (K x)(t))+

+

b∫

a

∂k

∂x
(t, τ, x(t))

∂f

∂y
(τ, x(τ), (K x)(τ)) dτ

]
h(t) dt.

Ïðèðàâíÿåì íóëþ âàðèàöèþ è ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå 20.1. (Óòâåðæäåíèå 20.2
ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü åùå äî ïåðåñòàíîâêè èíòåãðàëîâ). •

Çàìå÷àíèå. Êàê è îæèäàëîñü, àíàëîãîì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà â ïðîñòåéøåé çà-
äà÷å èíòåãðàëüíîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíå-
íèå. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, ïðè âûâîäå íåîá-
õîäèìîãî óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â ïðîñòåéøåé çàäà÷å âìåñòî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
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÷àñòÿì èñïîëüçóåòñÿ ïåðåñòàíîâêà èíòåãðàëîâ â ïîâòîðíîì èíòåãðàëå. Â ïî-
ñòàíîâêå ïðîñòåéøåé çàäà÷è ÈÂÈ íåò äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé âèäà x(t0) =

x0, x(t1) = x1.
Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå 20.3 îñòàåòñÿ â ñèëå äëÿ òàêèõ èíòåãðàëüíûõ ôóíê-

öèîíàëîâ è äëÿ òàêèõ êëàññîâ ôóíêöèé, êîãäà 1) ñóùåñòâóåò âàðèàöèÿ ôóíêöè-
îíàëà; 2) ìîæíî èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîâòîðíîì èíòåãðàëå; 3)
ñîõðàíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå àíàëîãà îñíîâíîé ëåììû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.

20.4. Åñëè

(K x)(t) =

b∫

a

x(τ) k(τ, t) dτ, t ∈ [a, b],

òî óñëîâèå ýêñòðåìóìà ïðèíèìàåò âèä

∂f

∂x
(t, x(t), (K x)(t)) +

b∫

a

∂f

∂y
(τ, x(τ), (K x)(τ)) k(t, τ) dτ = 0, t ∈ [a, b].

Åñëè â èíòåãðàëüíîì îïåðàòîðå K èñïîëüçîâàòü èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì
âåðõíèì ïðåäåëîì (òî åñòü k(τ, t) = 0 ïðè τ > t), òî â àíàëîãå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà
áóäåò ñòîÿòü èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì íèæíèì ïðåäåëîì.

20.5. Åñëè

f(t, x, y) = A(t)x2 + 2B(t)xy + C(t)y2 − 2D(t)x− 2E(t)y,

òî àíàëîã óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì
ñ ñèììåòðè÷íûì ÿäðîì

A(t)x(t) +

b∫

a

x(τ) L(τ, t) dτ = g(t), t ∈ [a, b],

ãäå

L(τ, t) = B(τ) k(τ, t) + B(t) k(τ, t) +

b∫

a

C(ξ) k(τ, ξ) k(t, ξ) dξ,

g(t) = D(t) +

b∫

a

E(τ) k(t, τ) dτ.
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Â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

20.6. (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà)
Ïóñòü ôóíêöèîíàë â ïðîñòåéøåé çàäà÷å ÈÂÈ êâàäðàòè÷íûé è èíòåãðàëüíûé
îïåðàòîð ëèíåéíûé. Åñëè

b∫

a

[
A(t) h2(t) + 2B(t) h(t) (Kh)(t) + C(t) (Kh)2(t)

]
dt ≥ 0 ∀h(·) ∈ C[a, b],

òî ëþáîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ äîñòàâëÿåò ìèíèìóì â ïðîñòåé-
øåé çàäà÷å.

Äåéñòâèòåëüíî,

I [x(·) + h(·)]− I [x(·)] = 2

b∫

a

h(t)
[
A(t) x(t) +

b∫

a

x(τ) L(τ, t) dτ − g(t)
]
dt+

+

b∫

a

[
A(t) h2(t) + 2B(t) h(t) (Kh)(t) + C(t) (Kh)2(t)

]
dt. •

Çàìå÷àíèå. Åñëè èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð K èìååò âûðîæäåííîå ÿäðî, òî è
èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå èìååò âûðîæäåííîå ÿäðî.

21. Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà

Íàïîìíèì, ÷òî èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà íà îòðåçêå
íàçûâàþò óðàâíåíèå

A(t) x(t) +

b∫

a

x(τ) k(τ, t) dτ = f(t), t ∈ [a, b].

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâ-
íûìè. Äâîéñòâåííîå åìó èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

A(t) y(t) +

b∫

a

y(τ) k(t, τ) dτ = 0, t ∈ [a, b],
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íàçûâàþò òàêæå óðàâíåíèåì ñ òðàíñïîíèðîâàííûì ÿäðîì (èëè ñîþçíûì ñ îä-
íîðîäíûì óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà).

Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

I [x(·)] =

b∫

a

[
A(t) x(t) +

b∫

a

x(τ) k(τ, t) dτ − f(t)
]2

dt → min, x(·) ∈ C[a, b].

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ïîíèìàòü òàê: íàéòè ôóíêöèþ x(·), ïðè êîòîðîé ëåâàÿ ÷àñòü
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(K x)(t) = A(t) x(t) +

b∫

a

x(τ) k(τ, t) dτ = f(t), t ∈ [a, b],

íàèáîëåå áëèçêà (â ñìûñëå êâàäðàòè÷åñêîãî ñðåäíåãî) ê åãî ïðàâîé ÷àñòè. Óñëî-
âèå óòâåðæäåíèÿ 20.6 â äàííîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ x(·) ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

b∫

a

[
A(t) x(t) +

b∫

a

x(τ) k(τ, t) dτ − f(t)
]
k(ξ, t) dt = 0

èëè
K ′((K x)(t)− f(t))(ξ) = 0,

ãäå

(K ′y)(t) = A(t) y(t) +

b∫

a

y(τ) k(t, τ) dτ, t ∈ [a, b]

� òðàíñïîíèðîâàííûé (ñîþçíûé) îïåðàòîð.
Òàê êàê ôóíêöèîíàë âûïóêëûé, òî ðåøåíèå x0(·) ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è ñó-

ùåñòâóåò. Ñëåäîâàòåëüíî, èëè K x0 = f , èëè ôóíêöèÿ y = K x0 − f ÿâëÿåòñÿ
íåòðèâèàëüíûì ðåøåíèåì äâîéñòâåííîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ K ′y = 0. Ýòî
� ïåðâàÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà (àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà).

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé, êîãäà äâîéñòâåííîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå
K ′y = 0 èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå y(·). Òîãäà, êàê áûëî óñòàíîâëåíî âûøå,
K x0 = f + y. Ýòî óðàâíåíèå ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

b∫

a

[f(t) + y(t)] yj(t) dt = 0, j = 1..n,
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ãäå y1(·), . . . , yn(·) � ïîëíàÿ ñèñòåìà íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîãî äâîé-
ñòâåííîãî óðàâíåíèÿ (òðåòüÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà ñè-
ñòåìà ðåøåíèé îðòîíîìèðîâàíà. Ïîýòîìó y(·) = c1y1(·) + . . . + cnyn(·), ãäå

cj =

b∫

a

y(t) yj(t) dt, j = 1..n.

Òîãäà

cj = −
b∫

a

f(t) yj(t) dt, j = 1..n.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà

min I = I [x0(·)] =

b∫

a

y2(t) dt =
n∑

j=1

c2
j =

n∑

j=1

( b∫

a

f(t) yj(t) dt
)2

.

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ
b∫

a

f(t) yj(t) dt

íå òîëüêî îïðåäåëÿþò, ðàçðåøèìî èëè íåò íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå èíòåãðàëü-
íîå óðàâíåíèå ïðè çàäàííîé ïðàâîé ÷àñòè, íî è ïîêàçûâàþò, íàñêîëüêî ìîæíî
ïðèáëèçèòü ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ê ïðàâîé ÷àñòè, åñëè óðàâíåíèå ðåøåíèé íå
èìååò.

22. Èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à èíòåãðàëüíîãî âàðèàöèîííîãî èñ-
÷èñëåíèÿ

Ïóñòü

I j[x(·)] =

b∫

a

fj(t, x(t), (Kjx)(t)) dt, j = 0..m.

Ðàññìîòðèì èçîïåðèìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó

I 0[x(·)] =→ extr, I j[x(·)] = cj, j = 1..m, x(·) ∈ C([a, b]).

22.1. (ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà)
Ïóñòü âñå çàäàííûå ôóíêöèè è èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû. Åñëè x0(·)
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� ðåøåíèå èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è, òî íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà λ0, λ1, . . . , λm

(íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî), ÷òî x0(·) óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ, ñîñòàâëåííîìó äëÿ ôóíêöèè

f(t, x, y) =
m∑

j=0

λj fj(t, x, y).

Åñëè ôóíêöèîíàëû I j[·], j = 1..m íå èìåþò ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, òî ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî λ0 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç îáùåãî ïðàâèëà ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà. •

Ïðèìåð. Ðàñïðåäåëåíèå íàãðóçêè âäîëü ñòðóíû.
Ïóñòü êîíöû óïðóãîé ñòðóíû çàêðåïëåíû â òî÷êàõ x = 0 è x = l. Åñëè âäîëü

ñòðóíû ðàñïðåäåëåíà ñèëà p(·), òî îòêëîíåíèå ñòðóíû îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
(ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ìàëûå îòêëîíåíèÿ)

u(x) =

l∫

0

G(x, ξ) p(ξ) dξ,

G(x, ξ) =

{
x(l − ξ)

T0l
, 0 ≤ x ≤ ξ,

(l − x)ξ

T0l
, ξ ≤ x ≤ l

}
,

T0 � íàòÿæåíèå íåíàãðóæåííîé ñòðóíû.
Áóäåì èñêàòü òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ñèëû p(·), ïðè êîòîðîì ñòðóíà ïðèìåò

ôîðìó u(·), íàèáîëåå áëèçêóþ ê çàäàííîé u0(·), ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóììàðíàÿ
íàãðóçêà íà ñòðóíó ïîñòîÿííà:

l∫

0

[
u(x)− u0(x)

]2
dx → min,

l∫

0

p(ξ)dξ = C.

Åñëè ïîäñòàâèì âûðàæåíèå u(·) ÷åðåç p(·) â ôóíêöèîíàë, òî ïîëó÷èì èçîïå-
ðèìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó ÈÂÈ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 22.1 íåîáõîäèìûå
è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà èìåþò âèä

λ

2
+

l∫

0

p(ξ)H(ξ, x)dξ =

l∫

0

u0(ξ)G(x, ξ)dξ,

l∫

0

p(ξ)dξ = C,
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ãäå λ � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà,

H(ξ, x) =

l∫

0

G(x, t)G(t, ξ)dt, ξ, x ∈ [0, l].

Â ýòîé çàäà÷å ôóíêöèîíàë
l∫

0

p(ξ) dξ

íå èìååò ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðî-
äà âìåñòå ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì ìîãóò áûòü ðåøåíû ÷èñëåííî ìåòîäîì
ðåãóëÿðèçàöèè À.Í.Òèõîíîâà.

Ïðèìåð. Ðàñïðåäåëåíèå íàãðóçêè âäîëü ìåìáðàíû.
Ïóñòü óïðóãàÿ ìåìáðàíà çàêðåïëåíà âäîëü ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà [0, a] ×

[0, b]. Åå îòêëîíåíèå îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîä äåéñòâèåì ðàñïðåäåëåííîé
ñèëû p(·, ·) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

∂4u

∂x4
+ 2

∂4u

∂x2∂y2
+

∂4u

∂y4
= p(x, y),

u = 0,
∂2u

∂x2
= 0 ïðè x = 0, x = a, u = 0,

∂2u

∂y2
= 0 ïðè y = 0, y = b.

Ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

u(x, y) =

a∫

0

b∫

0

[
4

π2ab

∞∑

m=1

∞∑

n=1

sin
mπx

a
sin

nπy

b
sin

mπξ

a
sin

nπη

b
(m2

a2
+

n2

b2

)2

]
p(ξ, η)dξdη

(â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñòîèò ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è, îïðåäåëÿþùàÿ ïðîãèá
ìåìáðàíû ïîä äåéñòâèåì ñîñðåäîòî÷åííîé åäèíè÷íîé ñèëû, ïðèëîæåííîé â òî÷-
êå (ξ, η)). Òîãäà èñõîäíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà êàê èçîïåðèìåò-
ðè÷åñêàÿ çàäà÷à ÈÂÈ

a∫

0

b∫

0

[u(x, y)− u0(x, y)]2 dx dy → min,

a∫

0

b∫

0

p(x, y) dx dy = C.
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23. Ñâÿçü ñ êëàññè÷åñêèì âàðèàöèîííûì èñ÷èñëåíèåì

Èññëåäóåì ñâÿçü ìåæäó çàäà÷àìè êëàññè÷åñêîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ
(ÊÂÈ) è çàäà÷àìè ÈÂÈ.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó êëàññè÷åñêîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ

I [x(·)] ≡
t1∫

t0

L(t, x(t), x′(t)) dt → extr, x(t0) = x0, x(t1) = x1, x(·) ∈ C1([t0, t1]).

Ââåäåì íîâóþ èñêîìóþ ôóíêöèþ y(·) = x′(·), òîãäà

x(t) =

t∫

t0

y(τ)dτ + x0, t ∈ [t0, t1].

Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à ÊÂÈ ðàâíîñèëüíà èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷å ÈÂÈ
t1∫

t0

L
(
t,

t∫

t0

y(τ)dτ + x0, y(t)
)
dt → extr,

t1∫

t0

y(τ)dτ = x1 − x0, y(·) ∈ C([t0, t1]).

Âòîðîé ôóíêöèîíàë íå èìååò ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü
ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà λ0 = 1. Òîãäà íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà

∂L

∂y

(
t,

t∫

t0

y(τ)dτ + x0, y(t)
)

+

t1∫

t

∂L

∂x

(
τ,

τ∫

t0

y(ξ)dξ + x0, y(τ)
)
dτ + λ = 0.

Ïðè t = t1 íàéäåì çíà÷åíèå

λ = −∂L

∂y

(
t1,

t1∫

t0

y(τ)dτ + x0, y(t1)
)

= −∂L

∂y

(
t1, x1, y(t1)

)
.

Âåðíåìñÿ ê ñòàðîé èñêîìîé ôóíêöèè. Ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìó-
ìà (èíòåãðàëüíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ Ýéëåðà)

∂L

∂y
(t, x(t), x′(t))− ∂L

∂y
(t1, x1, x

′(t1)) +

t1∫

t

∂L

∂x
(τ, x(τ), x′(τ))dτ = 0.

Åñëè ïîòðåáîâàòü äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ôóíêöèÿ L(t, x, y) èìååò íåïðåðûâíûå
âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, òî ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

t1∫

t

[∂L

∂x
(τ, x(τ), x′(τ))− d

dτ

∂L

∂y
(τ, x(τ), x′(τ))

]
dτ = 0.
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Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî t è ïîëó÷èì êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå Ýéëåðà � íåîáõî-
äèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà â ïðîñòåéøåé çàäà÷å ÊÂÈ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáàÿ çàäà÷à ÊÂÈ ïðèâîäèòñÿ ê çàäà÷å ÈÂÈ ñ äîïîëíè-
òåëüíûì èçîïåðèìåòðè÷åñêèì óñëîâèåì.

Óòî÷íèì, â êàêèõ êëàññàõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èñêîìûå ôóíêöèè.
Ïóñòü óñòàíàâëåíî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ôóíêöèÿìè x(·) èç íåêîòîðîãî ïðî-

ñòðàíñòâà X è ôóíêöèÿìè y(·) èç íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà Y . Èññëåäóåì, êàê
ñîãëàñîâàíû äðóã ñ äðóãîì ðàçëè÷íûå ñïîñîáû çàäàíèÿ îêðåñòíîñòåé ýëåìåíòîâ
â X è Y .

À. Ïóñòü X = C1[t0, t1] è îêðåñòíîñòè â ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ íîðìû

||x(·)||C1 = max
{

max
t∈[t0,t1]

|x(t)|, max
t∈[t0,t1]

|x′(t)|
}

(ñëàáûå îêðåñòíîñòè íà ÿçûêå ÊÂÈ). Â ýòîì ñëó÷àå Y = C[t0, t1] è ñòàíäàðòíàÿ
íîðìà

||y(·)||C = max
t∈[t0,t1]

|y(t)|

çàäàåò â ïðîñòðàíñòâå Y îêðåñòíîñòè, ñîãëàñîâàííûå ñ îêðåñòíîñòÿìè â X. Ýòî
ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ:

||y(·)− y0(·)||C ≤ ||x(·)− x0(·)||C1 ,

||x(·)− x0(·)||C1 = max
{

max
t∈[t0,t1]

|
t∫

t0

[y(τ)− y0(τ)]dτ |, max
t∈[t0,t1]

|y(t)− y0(t)|
}
≤

≤ max(t1 − t0, 1) ||y(·)− y0(·)||C .

Åñëè æå îêðåñòíîñòè â ïðîñòðàíñòâå X = C1[t0, t1] çàäàåò íåðàâåíñòâî ||x(·)−
x0(·)||C < ε (ñèëüíûå îêðåñòíîñòè), òî ìîæíî îïðåäåëèòü îêðåñòíîñòè â ïðî-
ñòðàíñòâå Y = C[t0, t1] òàê: ||y(·)−y0(·)||C < ε. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè y(·) � ðåøåíèå
ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è â Y , òî x(·) � ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è â X, íî íå
íàîáîðîò.
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Á. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî, åñëè X = AC[t0, t1] (ïðîñòðàíñòâî
àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé) è Y = L1(t0, t1). Ïóñòü

||y(·)− y0(·)||L1 =

t1∫

t0

|y(t)− y0(t)| dt,

||x(·)− x0(·)||AC = |x(t0)− x0(t0)|+ ||x′(·)− (x0)′(·)||L1 .

Îïðåäåëåííûå òàêèì ñïîñîáîì îêðåñòíîñòè ñîãëàñîâàíû, òàê êàê

||y(·)− y0(·)||L1 = ||x′(·)− (x0)′(·)||L1 ≤ ||x(·)− x0(·)||AC ,

||x(·)− x0(·)||AC = ||y(·)− y0(·)||L1 .

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïðèìåð Ãèëüáåðòà
1∫

0

t2/3[x′(t)]2dt → min, x(0) = 0, x(1) = 1,

êîòîðûé ïîêàçûâàåò, ÷òî â çàäà÷àõ ÊÂÈ ïðîñòðàíñòâî C1 ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì
óçêèì.

Ââåäåì íîâóþ èñêîìóþ ôóíêöèþ y(t) = x′(t) è áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ èçîïå-
ðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è ÈÂÈ â ïðîñòðàíñòâå AC. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðå-
ìóìà

2t2/3y(t) + λ = 0,

èç èçîïåðèìåòðè÷åñêîãî óñëîâèÿ íàõîäèì λ = −2/3 è òîãäà y(t) =
1

3
t−2/3. Ñëå-

äîâàòåëüíî, x(t) = t1/3 � ôóíêöèÿ èç L.

24. Äèôôåðåíöèðîâàíèå îòîáðàæåíèé

Âû÷èñëåíèå ïåðâîé âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà � îäíà èç ïðîñòûõ îïåðàöèé
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ðàññìîòðèì äðóãèå îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ îòîáðàæå-
íèé.

Ïóñòü X, Y � ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, x0 ∈ X, U � îêðåñò-
íîñòü x0 â X, îòîáðàæåíèå f : U → Y , U ⊂ D(f).
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1. Ïóñòü h ∈ X. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
λ↓0

f(x0 + λh)− f(x0)

λ
,

òî îí íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ f íà ýëåìåíòå x0 ïî íàïðàâëåíèþ
h è îáîçíà÷àåòñÿ f ′(x0; h) (çäåñü f ′(x0; h) � ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Y ).

2. Åñëè ∀h ∈ X ñóùåñòâóåò f ′(x0; h), òî îòîáðàæåíèå δf(x0; ·) : h ∈ X 7→
f ′(x0; h) ∈ Y íàçûâàåòñÿ ïåðâîé âàðèàöèåé îòîáðàæåíèÿ f íà ýëåìåíòå x0, à
ïðè f ′(x0;−h) = −f ′(x0; h) � ïåðâîé âàðèàöèåé ïî Ëàãðàíæó.

3. Åñëè A � òàêîå ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå (îïåðàòîð), ÷òî

f(x0 + λh) = f(x0) + λAh + o(λ) ïðè λ → 0 ∀h ∈ X,

òî A � ïðîèçâîäíàÿ Ãàòî (èëè ñëàáàÿ ïðîèçâîäíàÿ) îòîáðàæåíèÿ f íà ýëåìåíòå
x0; îáîçíà÷àåòñÿ f ′G(x0).

Ýòî îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ïåðâàÿ âàðèàöèÿ δf(x0; ·) ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì è íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì.

4. Åñëè A : X → Y � òàêîå ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, ÷òî

f(x0 + h) = f(x0) + Ah + o(||h||) ïðè ||h|| → 0,

òî A � ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå (èëè ñèëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ) îòîáðàæåíèÿ f íà ýëå-
ìåíòå x0; îáîçíà÷àåòñÿ f ′(x0).

Îòîáðàæåíèå äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 | ||f(x0 + h)− f(x0)− f ′(x0)h|| < ε||h|| ïðè ||h|| < δ.

5. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìûì íà
ýëåìåíòå x0, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå A : X →
Y , ÷òî

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 | ||f(x′)− f(x′′)− A(x′ − x′′)|| < ε||x′ − x′′||

ïðè ||x′ − x0|| < δ, ||x′′ − x0|| < δ.



70 Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è

ßñíî, ÷òî A � ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå.

Åñëè îòîáðàæåíèå äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå íà ýëåìåíòå x0, îíî íåïðå-
ðûâíî íà ýòîì ýëåìåíòå.

Åñëè îòîáðàæåíèå ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî íà ýëåìåíòå x0, îíî íåïðåðûâíî
â îêðåñòíîñòè ýòîãî ýëåìåíòà.

Ýòè óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.

Êàæäîå èç îïðåäåëåíèé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì, ÷åì
ïðåäûäóùåå.

Ïóñòü A � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð. Ó àôôèííîãî îïåðàòîðà Ax +

b ïðîèçâîäíàÿ Ãàòî ñîâïàäàåò ñ A. Êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé èìååì: ïðîèçâîäíàÿ
ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà ñîâïàäàåò ñ íèì ñàìèì.

Ïóñòü A : X → Y � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, X � áàíàõîâî ïðî-
ñòðàíñòâî, Y � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñ åñòåñòâåííîé íîðìîé ||y||2 = (y, y).
Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèîíàëà f(x) = ||Ax− b||2:

f(x0 + h)− f(x0) = (Ax0 + Ah− b, Ax0 + Ah− b)− (Ax0 − b, Ax0 − b) =

= 2(Ax0 − b, Ah) + (Ah,Ah) = 2(A∗(Ax0 − b), h) + ||Ah||2 . . .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñóììà îòîáðàæåíèé äèôôåðåíöèðóåìà, åñëè äèôôå-
ðåíöèðóåìî êàæäîå ñëàãàåìîå. Ñêàëÿðíûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê
ïðîèçâîäíîé.

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûå òåîðåìû î äèôôåðåíöèðîâàíèè îòîá-
ðàæåíèé.

24.1. (äèôôåðåíöèðîâàíèå ñóïåðïîçèöèè îòîáðàæåíèé)
Ïóñòü X, Y, Z � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, U � îêðåñòíîñòü x0 â X, V �
îêðåñòíîñòü y0 â Y , ϕ : U → V , ϕ(x0) = y0, ψ : V → Z, f = ϕψ : U → Z

� ñóïåðïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé. Åñëè ψ äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå íà y0, à ϕ

äèôôåðåíöèðóåìî íà x0 â ñìûñëå 1. � 4., òî è f äèôôåðåíöèðóåìî â ñìûñëå 1.
� 4. Ïðè ýòîì

f ′(x0) = ψ′(y0) ◦ ϕ′(x0) èëè f ′(x0; h) = ψ′(y0)(ϕ′(x0; h)).
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Åñëè îòîáðàæåíèÿ ϕ è ψ ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìû, òî è îòîáðàæåíèå f ñòðî-
ãî äèôôåðåíöèðóåìî.

Îòðåçîê â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ òàê: [a, b] = {x | x = a +

t(b− a), 0 ≤ t ≤ 1}.
24.2. Ïóñòü X, Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà è îòêðûòîå ìíîæåñòâî

U ⊂ X ñîäåðæèò îòðåçîê [a, b]. Åñëè îòîáðàæåíèå f : U → Y äèôôåðåíöèðó-
åìî ïî Ãàòî íà êàæäîì ýëåìåíòå x ∈ [a, b], òî

||f(b)− f(a)|| ≤ sup
c∈(a,b)

||f ′G(c)|| · ||b− a||.

24.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ è Λ ∈ L(X, Y ).
Òîãäà

||f(b)− f(a)− Λ(b− a)|| ≤ sup
c∈(a,b)

||f ′G(c)− Λ|| · ||b− a||.

Ïóñòü X, Y, Z � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, x0 ∈ X, U � îêðåñòíîñòü x0

â X, f : X → Y × Z, U ⊂ D(f). Èíûìè ñëîâàìè, f = (g, h) | g : X →
Y, h : X → Z � âåêòîð-îòîáðàæåíèå, êîòîðîå x ∈ X ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå
(g(x), h(x)) ∈ Y × Z.

24.4. Îòîáðàæåíèå f = (g, h) äèôôåðåíöèðóåìî íà ýëåìåíòå x0 â ñìûñëå
1. � 5. òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòîáðàæåíèÿ g è h äèôôåðåíöèðóåìû íà
x0 â òîì æå ñìûñëå. Ïðè ýòîì

f ′(x0; h) = (g′(x0; h), h′(x0; h)) . . . f ′(x0) = (g′(x0), h′(x0)).

Ïóñòü X, Y, Z � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, x0 ∈ X, y0 ∈ Y , U �
îêðåñòíîñòü (x0, y0) â X × Y , f : X × Y → Z, U ⊂ D(f).

Åñëè îòîáðàæåíèå x 7→ f(x, y0) äèôôåðåíöèðóåìî íà ýëåìåíòå x0 (ïî Ãàòî,
ïî Ôðåøå èëè ñòðîãî), òî åãî ïðîèçâîäíàÿ íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé
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ïî x îòîáðàæåíèÿ f íà ýëåìåíòå (x0, y0) è îáîçíà÷àåòñÿ ∂f

∂x
(x0, y0). Àíàëîãè÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ ∂f

∂y
(x0, y0).

24.5. (î ïîëíîì äèôôåðåíöèàëå)
Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : X×Y → Z èìååò íà êàæäîì ýëåìåíòå (x, y) ∈ X×Y

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî Ãàòî ∂f

∂x
(x, y) è ∂f

∂y
(x, y).

Åñëè îòîáðàæåíèÿ (x, y) 7→ ∂f

∂x
(x, y) è (x, y) 7→ ∂f

∂y
(x, y) íåïðåðûâíû íà ýëåìåí-

òå (x0, y0), òî îòîáðàæåíèå f ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî íà (x0, y0) è

f ′(x0, y0)(ξ, η) =
∂f

∂x
(x0, y0) ξ +

∂f

∂y
(x0, y0) η.

Òåïåðü ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ðàññìîòðåííûå â çàäà÷àõ ÈÂÈ ôóíêöèîíàëû
äèôôåðåíöèðóåìû, åñëè ó÷àñòâóþùèå â íèõ ôóíêöèè íåïðåðûâíû è èìåþò
íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Äëÿ ýòîãî êàæäûé ôóíêöèîíàë, íàïðèìåð,

F [x(·)] =

b∫

a

f
(
t, x(t),

b∫

a

k(τ, t, x(τ)) dτ
)

dt

íóæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñóïåðïîçèöèþ íåñêîëüêèõ îòîáðàæåíèé.

Óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëîâ î÷åíü ïîõîæè íà ïðèâû÷íûå óñëîâèÿ
ýêñòðåìóìà îáû÷íûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå (òîïîëîãè÷åñêîå) ïðîñòðàíñòâî, x0 ∈ X, U �
îêðåñòíîñòü x0 â X, ôóíêöèîíàë f : U → R1, U ⊂ D(f). Ãîâîðÿò, ÷òî ýëå-
ìåíò x0 äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó f(·), åñëè f(x) ≥ f(x0) ∀x ∈ U .
Îáîçíà÷åíèå: x0 ∈ loc min f(·).

24.6. (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà 1-ãî ïîðÿäêà)
Åñëè x0 ∈ loc min f(·) è ôóíêöèîíàë f(·) èìååò íà ýëåìåíòå x0 èëè ïðîèç-
âîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ h, èëè 1-þ âàðèàöèþ ïî Ëàãðàíæó, èëè ïðîèçâîäíóþ
Ãàòî (Ôðåøå), òî èëè f ′(x0; h) ≥ 0, èëè δf(x0; h) = 0 ∀h ∈ X, èëè f ′G(x0) = 0

(f ′(x0) = 0).
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Âñå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé äèôôåðåíöèðóåìîñòè.
Ýòà òåîðåìà � àíàëîã òåîðåìû Ôåðìà êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà: åñëè äèôôå-

ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ èìååò ýêñòðåìóì â òî÷êå, òî åå ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ
â íóëü â ýòîé òî÷êå.

Îïðåäåëèì âòîðûå ïðîèçâîäíûå îòîáðàæåíèé. Äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî íàïðàâ-
ëåíèþ

f ′′(x0; h) = lim
λ↓0

f ′(x0 + λh; h)− f ′(x0; h)

λ
.

(Ìû ïèøåì îäíî h â ïðîèçâîäíîé, íî íà ñàìîì äåëå èõ äâà.)

24.7. (ôîðìóëà Òåéëîðà)
Åñëè îòîáðàæåíèå f(·) èìååò ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå ïîðÿäêà n, òî

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0) h +
1

2!
f ′′(x0) (h, h) + . . . +

1

n!
f (n)(x0) (h, h, . . . , h)+

+α(h) ||h||n, lim
h→0

α(h) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî èíäóêöèè.

Äëÿ âàðèàöèé îòîáðàæåíèé

δnf(x0; h) =
dn

dλn
f(x0 + λh)

∣∣∣
λ=0

.

24.8. (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà 2-ãî ïîðÿäêà)
Ïóñòü x0 ∈ loc minf(·). Åñëè ôóíêöèîíàë f(·) èìååò íà ýëåìåíòå x0 èëè 2-þ
âàðèàöèþ ïî Ëàãðàíæó, èëè 2-þ ïðîèçâîäíóþ Ãàòî (Ôðåøå),
òî èëè δ2f(x0; h) ≥ 0 ∀h ∈ X, èëè f ′′G(x0)(h, h) ≥ 0 (f ′′(x0)(h, h) ≥ 0) ∀h ∈
X.

Äîêàçàòåëüñòâî òàêæå îñíîâàíî íà ôîðìóëå Òåéëîðà.

24.9. (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà 2-ãî ïîðÿäêà)
Ïóñòü ôóíêöèîíàë f(·) èìååò íà ýëåìåíòå x0 2-þ ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå. Åñëè
f ′(x0) = 0 è íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî α > 0, ÷òî

f ′′(x0)(h, h) ≥ α ||h||2 ∀h ∈ X,
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òî x0 ∈ loc minf(·).
Äîêàçàòåëüñòâî òàêæå ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Òåéëîðà.

Ïðèìåð. Ïóñòü X, Y � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, A : X → Y � ëèíåé-
íûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, f(x) = ||Ax − y||2 = (Ax − y, Ax − y). Âû÷èñëèì
ïðîèçâîäíûå ýòîãî ôóíêöèîíàëà.

Òàê êàê
f(x + h)− f(x) = 2(Ax− y,Ah) + (Ah,Ah)

è
(Ax− y, Ah) = (A∗(Ax− y), h), (Ah,Ah) = ||Ah||2 ≤ ||A||2||h||2,

òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f ′(x) = 2A∗(Ax− y). Òîãäà 2-ÿ ïðîèçâîäíàÿ � 2A∗A.

25. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà â îáùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà-
÷å

Ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà 1-ãî ïîðÿäêà â îáùåé ýêñòðåìàëü-
íîé çàäà÷å è îïðåäåëèì, êîãäà ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ôîðìå èí-
òåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Òàêæå èññëåäóåì âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ äèôôå-
ðåíöèðóåìîãî îïåðàòîðà èëè äèôôåðåíöèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà â èíòåãðàëüíîé
ôîðìå.

Ïóñòü X,Y � ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, K : X → Y � äèôôå-
ðåíöèðóåìûé ïî Ãàòî èëè Ôðåøå îïåðàòîð, J : X × Y → R1 � äèôôåðåíöèðóå-
ìûé ïî Ôðåøå ôóíêöèîíàë. Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

J (x,K (x)) → extr, x ∈ X.

Ê ýòîé çàäà÷å ïðèâîäèòñÿ, íàïðèìåð, çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ óðàâ-
íåíèåì ñîñòîÿíèé â ôîðìå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ áåç äîïîëíèòåëüíûõ îãðà-
íè÷åíèé íà óïðàâëåíèå

J (x, u) → extr, K (x) = u, x ∈ X, u ∈ Y.
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25.1. Åñëè ýëåìåíò x0 ∈ X � ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è, òî

∂J
∂x

(x0,K (x0)) + K ′(x0)∗(
∂J
∂y

(x0,K (x0))) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýëåìåíò x0 ∈ X äîñòàâëÿåò ýêñòðåìóì. Âû÷èñëèì
ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèîíàëà J [·] íà ýëåìåíòå x0:

〈J ′(x0,K (x0)), h〉 =

〈∂J
∂x

(x0,K (X0)), h〉+ 〈∂J
∂y

(x0,K (x0)),K ′(x0)(h)〉,

Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ ñîïðÿæåííîãî (äâîéñòâåííîãî) îïåðàòîðà

〈∂J
∂y

(x0,K (x0)),K ′(x0)(h)〉 = 〈K ′(x0)∗(
∂J
∂y

(x0,K (x0)), h〉,

òî, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ôåðìà, ïîëó÷èì óñëîâèå ýêñòðåìóìà. Ýòî ðàâåíñòâî ñëå-
äóåò ïîíèìàòü òàê: ñòîÿùèé â ëåâîé ÷àñòè ýëåìåíò ñîâïàäàåò ñ íóëåâûì ýëå-
ìåíòîì ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà X∗. •

Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à êëàññè÷åñêîãî ÂÈ è ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à ÈÂÈ � äâà ÷àñò-
íûõ ñëó÷àÿ îáùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà â
ïðîñòåéøåé çàäà÷å ÈÂÈ â ôîðìå íåëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíî íåïîñðåäñòâåííî îòñþäà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ: êîãäà íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ìîæåò
áûòü çàïèñàíî â ôîðìå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ?

Ïóñòü (S, ΣS, µ), (T, ΣT , ν) - ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðàìè, X,Y - ïðîèçâîëüíûå áà-
íàõîâû ïðîñòðàíñòâà, X, Y - áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà îòîáðàæåíèé x(·) : S → X

è y(·) : S → Y ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå, ïóñòü îòîáðàæåíèå k : X → L1(T, ΣT , ν, Y )

äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ãàòî èëè Ôðåøå, îòîáðàæåíèå f : X×Y → L1(S, ΣS, µ, R1)

äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå è èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Ðàñ-
ñìîòðèì èíòåãðàëüíûé ôóíêöèîíàë

I (x(·)) =
∫

S

f(x(·),K (x(·)))(s)µ(ds),
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ãäå
K (x(·)) =

∫

T

k(x(·))(t)µ(dt).

25.2. Åñëè ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð K ′(x0)∗ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì, òî
íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëà (3), (4) ìîæåò áûòü çàïèñàíî
â ôîðìå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèðàâíÿåì íóëþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèîíàëà è ïîëó÷èì,
êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé,

∂f

∂x
(x0,K (x0)) + K ′(x0)∗(

∂f

∂y
(x0,K (x0))) = 0.

Ýòî óðàâíåíèå áóäåò èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì, â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíûì,
åñëè ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð K ′(x0)∗. Ïîñëåäíåå, êàê
èçâåñòíî, âûïîëíÿåòñÿ íå âñåãäà. •

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäà÷ó

1∫

0

f(t, x(t), (K x)(t))dt → extr, (Kx)(t) =

1∫

0

k(τ, t, x(τ))dτ.

Åñëè ôóíêöèÿ k(τ, t, x) íåïðåðûâíà è äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà
ïî x, ïðè÷åì

∣∣∣∂k

∂x
(τ, t, x)

∣∣∣ ≤ M |x|p−2 + N, p ≥ 2, 0 < τ, t < 1, −∞ < x < ∞,

òî îïåðàòîð K äåéñòâóåò èç Lp(0, 1) â Lq(0, 1), q ≥ 1, äèôôåðåíöèðóåì è åãî
ïðîèçâîäíàÿ

(K ′x)(h(·))(t) =

1∫

0

∂k

∂x
(τ, t, x(τ))h(τ)dτ.

Â ýòîì ñëó÷àå ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

(K ′x)∗(y(·))(t) =

1∫

0

∂k

∂x
(t, τ, x(t))y(τ)dτ
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òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì. Åñëè ôóíêöèÿ f(t, x, y) èìååò íåïðåðûâíûå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂2f

∂x2
,
∂2f

∂y2
, òî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ïðèìåò âèä

∂f

∂x
(t, x0(t), (K x0)(t)) +

1∫

0

∂k

∂x
(t, τ, x0(t))

∂f

∂y
(τ, x0(τ), (Kx0)(τ))dτ = 0.

Èíòåãðàëû ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà îáðàçóþò äîñòàòî÷íî øèðîêîå ïîäìíî-
æåñòâî â ìíîæåñòâå âñåõ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèîíàëîâ J (x,K (x)). Èññëå-
äóåì, â êàêîì ñëó÷àå äèôôåðåíöèðóåìûé ôóíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì,
òî åñòü ìîæåò áûòü çàïèñàí â èíòåãðàëüíîé ôîðìå.

Ïóñòü (S, Σ, µ) - ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé, X,Y - áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà âåùå-
ñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà S.

25.3. Ïóñòü ëþáîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç X

â Y ⊂ L1(S, Σ, µ, R1) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì. Äèôôåðåíöèðóåìûé ïî Ãàòî
èëè Ôðåøå îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì, åñëè åãî ïðîèçâîäíàÿ ðàäèàëüíî
íåïðåðûâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îïåðàòîð F : X → Y äèôôåðåíöèðóåì ïî Ãàòî èëè
Ôðåøå è åãî ïðîèçâîäíàÿ ðàäèàëüíî íåïðåðûâíà. Òîãäà

F (x(·)) = F (0(·)) +

1∫

0

F ′(tx(·))(x(·))dt.

Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ - ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, òî

F ′(x(·))(h(·)) =
∫

S

f(x(·))(s)h(s)µ(ds).

Ïåðåñòàâèì èíòåãðàëû è ïîëó÷èì

F (x(·)) = F (0(·)) +
∫

S

(
x(s)

1∫

0

f(tx(·))(s)dt
)
µ(ds).

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð ñ ðàäèàëüíî íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé ÿâëÿåòñÿ èí-
òåãðàëüíûì. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî è äëÿ ôóíêöèîíàëîâ.
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Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâ X è Y ìîæíî áðàòü, íàïðèìåð, L1(S, Σ, µ, R1) è
Lp(S, Σ, µ, R1), p > 1.

* * *

Â çàêëþ÷åíèå íåñêîëüêî ñëîâ îá èñïîëüçîâàííûõ ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêàõ.
Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è òåðìèíîëîãèÿ ñîãëàñîâàíû ñ ó÷åáíèêàìè [1] è [2].
Òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè è îïåðàòîðîâ Íåòåðà äàíû ïî ðàáîòàì [3] è [4].
Ìàòåðèàë ãëàâû 4 â îñíîâíîì ñîîòâåòñòâóåò ó÷åáíîìó ïîñîáèþ [5].
Èíòåãðàëüíîå âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå áûëî ïîñòðîåíî â ðàáîòàõ [6], [7].
Òåîðèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îòîáðàæåíèé èçëîæåíà ïî êíèãå [8].
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