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Ââåäåíèå

Çàäà÷è äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí � îäèí èç îñíîâíûõ
ðàçäåëîâ âîëíîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåêòðî-
ìàãíèòíàÿ âîëíà îò óäàëåííîãî èñòî÷íèêà íàáåãàåò íà äèýëåêòðè÷å-
ñêîå èëè ïðîâîäÿùåå òåëî. Òðåáóåòñÿ íàéòè âîçíèêàþùåå ïðè ýòîì
ðàññåÿííîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå � óõîäÿùèå îò òåëà âîëíû.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷ äèôðàêöèè ñâîäèòñÿ ê ñëåäó-
þùåìó. Íóæíî íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà âíå òåëà è
âíóòðè òåëà, åñëè îíî äèýëåêòðè÷åñêîå, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâè-
ÿì ñîïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñðåä, ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà
ãðàíèöàõ ïðîâîäÿùèõ òåë è óñëîâèÿì íà áåñêîíå÷íîñòè.

Óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñðåä îáû÷íî ñòàâÿò-
ñÿ êàê óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè êàñàòåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ýëåêòðè-
÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî âåêòîðîâ ïîëíîãî ïîëÿ. Íà ãðàíèöàõ ïðîâî-
äÿùèõ òåë äîëæíû îáðàùàòüñÿ â íóëü êàñàòåëüíûå ñîñòàâëÿþùèå
ýëåêòðè÷åñêîãî âåêòîðà. Ôîðìà óñëîâèé íà áåñêîíå÷íîñòè çàâèñèò
îò êîíêðåòíîé ñèòóàöèè.

Ñòðîãîå îáîñíîâàíèå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèôðàêöèè íà ïðî-
âîäÿùèõ òîíêèõ ýêðàíàõ, îñîáåííî ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, âîçìîæ-
íî ñ ïðèâëå÷åíèåì òåîðèè ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ [9].
Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà íóæíî èñêàòü â ñïåöèàëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ ðàñïðåäåëåíèé.

Â äàííîé ìîíîãðàôèè ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî íåêîòîðûå çàäà÷è
äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íà ïðîâîäÿùèõ òîíêèõ ýêðàíàõ
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýêðàí ðàñïîëîæåí â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè
äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ýòà ïëîñêîñòü ìîæåò áûòü â îáùåì
ñëó÷àå ãðàíèöåé ðàçäåëà ñðåä.

Ìû èñïîëüçóåì ìåòîä ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé. Âîëíîâîäíàÿ ñòðóê-
òóðà äåëèòñÿ íà äâå ÷àñòè ïëîñêîñòüþ, â êîòîðîé ðàçìåùåí ýêðàí.
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Â êàæäîé òàêîé ÷àñòè ñòðîèòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà (èëè óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â äâóìåðíîì ñëó÷àå), ñî-
äåðæàùåå íåèçâåñòíûå ýëåìåíòû � ôóíêöèè èëè êîýôôèöèåíòû èõ
ðàçëîæåíèÿ â ðÿä. Óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ âû-
âîäÿòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ýêðàíå è óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ íà
îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ïëîñêîñòè, ðàçäåëÿþùåé îáëàñòè.

Îñíîâíàÿ öåëü íàøåãî èññëåäîâàíèÿ � ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ñâå-
äåíèÿ êîîðäèíàòíûõ çàäà÷ äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íà
ïðîâîäÿùèõ ýêðàíàõ ê áåñêîíå÷íûì ñèñòåìàì ëèíåéíûõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïîëåé â
÷àñòè÷íûõ îáëàñòÿõ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü äîñòàòî÷íî ïðîñòî, åñëè íå
çàáîòèòüñÿ î ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðîãîñòè ðàññóæäåíèé. Òàêæå ïðîñòî
ìîæíî ñâåñòè ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è äèôðàêöèè ê èíòåãðàëüíûì
óðàâíåíèÿì, åñëè ôîðìàëüíî ïðîâåñòè ìàòåìàòè÷åñêèå âûêëàäêè.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ìåòîäà ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé â íàøåì ñëó÷àå ïî-
òðåáîâàëîñü ââåñòè ñïåöèàëüíûå êëàññû îáîáùåííûõ ðåøåíèé óðàâ-
íåíèé ýëåêòðîäèíàìèêè � îòîáðàæåíèé, êîòîðûå çíà÷åíèÿì ïðî-
äîëüíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé âîëíîâîäíîé ñòðóêòóðû ñòà-
âÿò â ñîîòâåòñòâèå îáîáùåííóþ ôóíêöèþ. Ñòàíäàðòíûå ïðîñòðàí-
ñòâà ðàñïðåäåëåíèé íå âñåãäà ïðèãîäíû äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåí-
íîé öåëè. Â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåé-
íûå ôóíêöèîíàëû íà ìíîæåñòâàõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé íåêîòîðûõ
áàçèñíûõ ôóíêöèé, à òî÷íåå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ôóíê-
öèîíàëîâ íà ýòèõ ôóíêöèÿõ. Âûáîð áàçèñíûõ ôóíêöèé çàâèñèò îò
ãåîìåòðèè âîëíîâîäíîé ñòðóêòóðû.

Ìîíîãðàôèÿ íàïèñàíà â îñíîâíîì ïî ðàáîòàì àâòîðà, íåêîòî-
ðûå ðåçóëüòàòû ïóáëèêóþòñÿ âïåðâûå. Â êîíöå êàæäîé ãëàâû äàíû
ññûëêè íà èñïîëüçîâàííûå èñòî÷íèêè.

PNB

4



1. ÏÎÏÅÐÅ×ÍÛÅ ÏÅÐÅÃÎÐÎÄÊÈ Â ÂÎËÍÎÂÎÄÀÕ

Ñ ÌÅÒÀËËÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÑÒÅÍÊÀÌÈ

Â ïåðâîé ãëàâå ìîíîãðàôèè ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è äèôðàêöèè
ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íà ïîïåðå÷íûõ ýêðàíàõ â âîëíîâîäàõ ñ ìå-
òàëëè÷åñêèìè ñòåíêàìè. Íà ïðèìåðå ïðîñòîé äâóìåðíîé çàäà÷ äè-
ôðàêöèè íà ïîïåðå÷íîé ïåðåãîðîäêå â ïëîñêîì âîëíîâîäå ïîêàçàíî,
êàê ìîæíî ñâåñòè çàäà÷ó äèôðàêöèè ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå ëèíåé-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÁÑËÀÓ) îòíîñèòåëüíî êîýôôèöè-
åíòîâ ðàçëîæåíèÿ èñêîìîãî ïîëÿ ïî ñîáñòâåííûì âîëíàì ñ ïîìîùüþ
èíòåãðàëüíî-ñóììàòîðíûõ òîæäåñòâ. Àíàëîãè÷íûì ìåòîäîì ñâåäå-
íà ê ÁÑËÀÓ çàäà÷à äèôðàêöèè íà ýêðàíå â ïðÿìîóãîëüíîì âîë-
íîâîäå. Ïîêàçàíî, êàê ðàñïðîñòðàíèòü ðàçðàáîòàííóþ òåõíèêó íà
âîëíîâîäû ïðîèçâîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñ ìåòàëëè÷åñêèìè
ñòåíêàìè.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ìåòîäà ñâåäåíèÿ çàäà÷ äèôðàêöèè ê ÁÑËÀÓ
ââåäåíû ñïåöèàëüíûå êëàññû îáîáùåííûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû, îïðåäåëåííûå íà ïîäõîäÿ-
ùåì ïðîñòðàíñòâå îñíîâíûõ ôóíêöèé. Òàêèå îáîáùåííûå ôóíêöèè
îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè èõ çíà÷åíèé íà áàçèñíûõ
îñíîâíûõ ôóíêöèÿõ. Âàæíûå ïîíÿòèÿ è íåîáõîäèìûå îïåðàöèè íàä
íèìè ââåäåíû ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèåé ðàñïðåäåëåíèé.
Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, îïèñûâàþùèõ ýëåê-
òðîìàãíèòíûå âîëíû, ðàññìàòðèâàþòñÿ â öèëèíäðè÷åñêèõ îáëàñòÿõ
êàê ôóíêöèè ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòû, çíà÷åíèÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþò-
ñÿ îáîáùåííûå ôóíêöèè. Êàê ñëåäñòâèå, óñëîâèÿ çàäà÷è äèôðàêöèè
íà ïîïåðå÷íûõ ýêðàíàõ â çàêðûòûõ âîëíîâîäàõ ôîðìóëèðóþòñÿ íà
ÿçûêå îáîáùåííûõ ôóíêöèé íåïîñðåäñòâåííî êàê ÁÑËÀÓ, ñîñòîÿ-
ùèå èç íåñêîëüêèõ ãðóïï óðàâíåíèé.
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1.1. Ïîïåðå÷íàÿ ïåðåãîðîäêà â ïëîñêîì âîëíîâîäå
Çàäà÷à äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà ïîïåðå÷íîé òîí-

êîé ïðîâîäÿùåé ïåðåãîðîäêå â ïëîñêîì âîëíîâîäå � îäíà èç ñàìûõ
ïðîñòûõ çàäà÷ âîëíîâîäíîé ýëåêòðîäèíàìèêè.

Ïóñòü â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè z = 0 ïëîñêîãî âîëíîâîäà, îãðà-
íè÷åííîãî ïðîâîäÿùèìè ïëîñêîñòÿìè x = 0, x = a è çàïîëíåííî-
ãî îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ñðåäîé, ðàçìåùåíà èäåàëüíî ïðîâîäÿùàÿ
áåñêîíå÷íî òîíêàÿ ëåíòà (ðèñ. 1.1). Íà ëåíòó (ýêðàí) íàáåãàåò ñëå-
âà ñîáñòâåííàÿ âîëíà âîëíîâîäà. Íóæíî íàéòè âîëíû, îòðàæåííûå
âëåâî è ïðîøåäøèå âïðàâî.

M

N

N

a

0

u

u

u

0

1

2

x

z

Ðèñ. 1.1. Ïîïåðå÷íàÿ ïåðåãîðîäêà â ïëîñêîì âîëíîâîäå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ãàðìîíè÷åñêè çàâèñèò
îò âðåìåíè (e−iωt) è íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû y. Êàê èçâåñòíî, â
ýòîì ñëó÷àå ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé
ðåøåíèé äâóõ ðàçëè÷íûõ ïîëÿðèçàöèé. Â ñëó÷àå TM-ïîëÿðèçàöèè
ïîëÿ íåíóëåâûå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ E è H

Ey = u, Hx =
−1

iωµ0µ

∂u

∂z
, Hz =

1

iωµ0µ

∂u

∂x
,

ãäå ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ u(x, z) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëü-
öà

∂2u

∂x2 +
∂2u

∂z2 + k2 u(x, z) = 0, k2 = ω2µ0µε0ε.
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Ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ëåãêî íàõîäèòñÿ ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â ïîëîñå 0 < x < a ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ
u(0, z) = 0, u(a, z) = 0:

u(x, z) =
+∞∑

n=1
[an sin

πn

a
x · e−iγnz + bn sin

πn

a
x · eiγnz],

ãäå γn =
√

k2 − (πn/a)2, an è bn � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Åñëè óñëî-
âèòüñÿ, ÷òî Re γn > 0 èëè Im γn > 0, òî ýëåìåíòàðíûå âîëíû ñ àìïëè-
òóäàìè an èëè ïåðåíîñÿò ýíåðãèþ â íàïðàâëåíèè îñè z, èëè çàòóõàþò
â ýòîì íàïðàâëåíèè (òàêèå âîëíû áóäåì íàçûâàòü ïîëîæèòåëüíî
îðèåíòèðîâàííûìè). Ýëåìåíòàðíûå âîëíû ñ àìïëèòóäàìè bn èëè
ïåðåíîñÿò ýíåðãèþ â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè, èëè çàòóõàþò
â ýòîì íàïðàâëåíèè (òàêèå âîëíû áóäåì íàçûâàòü îòðèöàòåëüíî
îðèåíòèðîâàííûìè).

Ïóñòü íà ïåðåãîðîäêó íàáåãàåò ñëåâà ñîáñòâåííàÿ âîëíà âîëíîâî-
äà c ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé

u0(x, z) = a0
l sin

πl

a
x · eiγlz.

Áóäåì èñêàòü ïîòåíöèàëüíûå ôóíêöèè âîëí, óõîäÿùèõ âëåâî è âïðà-
âî îò ñå÷åíèÿ z = 0, â âèäå

u1(x, z) =
+∞∑

n=1
an sin

πn

a
x · e−iγnz, è u2(x, z) =

+∞∑

n=1
bn sin

πn

a
x · eiγnz

(ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðÿäû ñõîäÿòñÿ è èõ ñóììû ìîæíî äèôôåðåí-
öèðîâàòü äâà ðàçà).

×àñòü îòðåçêà [0, a] îñè z, çàíÿòóþ ýêðàíîì, îáîçíà÷èì ÷åðåçM,
à îñòàâøóþñÿ ÷àñòü îòðåçêà � ÷åðåç N . Íà ñå÷åíèè âîëíîâîäà z = 0

äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

u0(x, 0) + u1(x, 0) = 0, u2(x, 0) = 0, x ∈M,
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è óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà N

u0(x, 0) + u1(x, 0) = u2(x, 0),
∂u

∂z

0

(x, 0) +
∂u

∂z

1

(x, 0) =
∂u

∂z

2

(x, 0).

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî ïåðâîå óñëîâèå ñîïðÿæåíèÿ
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè x ∈ [0, a]. Òîãäà

a0
l + al = bl, an = bn, n 6= l.

Èñêëþ÷èì íåèçâåñòíûå bn è ïîëó÷èì ïàðíîå ñóììàòîðíîå ôóíêöè-
îíàëüíîå óðàâíåíèå (ÏÑÔÓ)

+∞∑

n=1
an sin

πn

a
x = −a0

l sin
πl

a
x, x ∈M;

+∞∑

n=1
an γn sin

πn

a
x = 0, x ∈ N , n, k = 1, 2, . . .

Ïåðâîå ðàâåíñòâî � ýòî ïåðâîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå, âòîðîå ðàâåíñòâî
ñëåäóåò èç âòîðîãî óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ.

Îáîçíà÷èì

Ink =
∫

M
sin

πn

a
x · sin πk

a
x · dx, Jnk =

∫

N
sin

πn

a
x · sin πk

a
x · dx.

Ýòè èíòåãðàëû ëåãêî âû÷èñëèòü; çàìåòèì, ÷òî Jnk = δnk a/2 − Ink,
çäåñü è äàëüøå δnk � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Èìååò ìåñòî èíòåãðàëüíî-ñóììàòîðíîå òîæäåñòâî (ÈÑÒ)
a∫

0

(
+∞∑

n=1
an γn sin

πn

a
t) (

2

a

+∞∑

m=1

1

γm
sin

πm

a
t · sin πm

a
x) dt =

=
+∞∑

n=1
an sin

πn

a
x, x ∈ [0, a] (1.1)

(ïðè óñëîâèè, ðàçóìååòñÿ, ÷òî ó÷àñòâóþùèå â íåì ðÿäû ñõîäÿòñÿ).
Èç ÈÑÒ ñëåäóåò, ÷òî íà N

+∞∑

n=1
an sin

πn

a
x =

2

a

+∞∑

n=1
an γn

+∞∑

m=1

1

γm
sin

πm

a
x · Inm, x ∈ N .
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóììà ýòîãî ðÿäà Ôóðüå èçâåñòíà íà M (ïåð-
âàÿ ÷àñòü ÏÑÔÓ). Ïåðåéäåì ê ðàâåíñòâó êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå è
ïîëó÷èì

−a

2
ak +

2

a

+∞∑

n=1
an γn

+∞∑

m=1

1

γm
Inm Jmk = a0

l Ilk, k = 1, 2, . . . (1.2)

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ýòîé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÁÑËÀÓ) ìîæíî íàéòè ìåòîäîì óñå÷åíèÿ, åñ-
ëè îñòàâèòü êîíå÷íîå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ è êîíå÷íîå ÷èñëî óðàâíå-
íèé:

−a

2
ak +

2

a

N∑

n=1
an γn

M∑

m=1

1

γm
Inm Jmk = a0

l Ilk, k = 1 . . N.

Çäåñü åñòü äâà ïàðàìåòðà óñå÷åíèÿ, íàòóðàëüíûå ÷èñëà N è M .
Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî èìååò ìåñòî ñõîäè-

ìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ÁÑËÀÓ ê òî÷-
íîìó ðåøåíèþ ïðè N, M → +∞. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì äëÿ ñõîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå M > N [18], íî íà ïðàê-
òèêå ìîæåò áûòü è M = N , è äàæå M < N .

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïåðåõîäà îò çàäà÷è äèôðàêöèè âîëíû íà ïåðå-
ãîðîäêå â ïëîñêîì âîëíîâîäå ê ÁÑËÀÓ íóæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî
ñõîäÿòñÿ ðÿäû Ôóðüå â ÏÑÔÓ è â ÈÑÒ. Äåëî â òîì, ÷òî ðÿäû â
ïðåäñòàâëåíèÿõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ãåëüìãîëüöà ïðè z < 0 è z > 0

ñîîòâåòñòâåííî ñõîäÿòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî â ñóììàõ ñîäåðæèòñÿ òîëü-
êî êîíå÷íîå ÷èñëî îñöèëëèðóþùèõ ñëàãàåìûõ, à âñå îñòàëüíûå ñòðå-
ìÿòñÿ ê íóëþ ïðè z → ±∞. Íî âîçìîæåí ëè ïðåäåëüíûé ïåðåõîä
ïðè z → ±0? Â äàëüíåéøåì ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòîò âîïðîñ ñíèìà-
åòñÿ, åñëè èñêàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â ñïåöèàëüíîì
êëàññå îáîáùåííûõ ðåøåíèé.

Â ñëó÷àå TE-ïîëÿðèçàöèè ïîëÿ

Hy = u, Ex =
1

iωε0ε

∂u

∂z
, Ez =

−1

iωε0ε

∂u

∂x
,
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ãäå u(x, z) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, óäîâëåòâîðÿþùåå íà
ãðàíèöå ïîëîñû 0 < x < a óñëîâèÿì ∂u

∂x
(0, z) = 0,

∂u

∂x
(a, z) = 0.

Òîãäà

u(x, z) =
+∞∑

n=0
[an cos

πn

a
x · e−iγnz + bn cos

πn

a
x · eiγnz],

ãäå ïîñòîÿííûå ðàñïðîñòðàíåíèÿ γn òî÷íî òàêèå æå, êàê â ñëó÷àå
TM-ïîëÿðèçàöèè.

×òîáû óïðîñòèòü ôîðìóëû, íîðìèðóåì áàçèñíûå ôóíêöèè. Îáî-
çíà÷èì

c0(x) =
1√
a
, cn(x) =

√
2/a cos

πn

a
x, n 6= 0.

Ïóñòü íà ïåðåãîðîäêó íàáåãàåò ñëåâà ñîáñòâåííàÿ âîëíà âîëíîâî-
äà c ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé

u0(x, z) = a0
l cl(x) · eiγlz, l 6= 0.

Áóäåì èñêàòü ïîòåíöèàëüíûå ôóíêöèè âîëí, óõîäÿùèõ âëåâî è âïðà-
âî îò ñå÷åíèÿ z = 0, â âèäå

u1(x, z) =
+∞∑

n=0
an cn(x) · e−iγnz è u2(x, z) =

+∞∑

n=0
bn cn(x) · eiγnz.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

∂u0

∂z
(x, 0) +

∂u1

∂z
(x, 0) = 0,

∂u2

∂z
(x, 0) = 0, x ∈M,

è óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà N
∂u

∂z

0

(x, 0) +
∂u

∂z

1

(x, 0) =
∂u

∂z

2

(x, 0), u0(x, 0) + u1(x, 0) = u2(x, 0)

äàþò ÏÑÔÓ (a0
l − al = bl, −an = bn, n 6= l)

+∞∑

n=0
anγn cn(x) = a0

l γl cl(x), x ∈M;
+∞∑

n=0
an cn(x) = 0, x ∈ N
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Ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíî-ñóììàòîðíîãî òîæäåñòâà (x ∈ [0, a])
a∫

0

(
+∞∑

n=0
an cn(t)) (

+∞∑

m=0
γm cm(t) cm(x)) dt =

+∞∑

n=0
anγn cn(x), (1.3)

âûâîäèòñÿ ÁÑËÀÓ

akγk −
+∞∑

n=0
an

+∞∑

m=0
γm Inm Jmk = a0

l γl Ilk, k = 0, 1, . . . , (1.4)

ãäå

Ink =
∫

M
cn(x) ck(x) dx, Jnk =

∫

N
cn(x) ck(x) dx, n, k = 0, 1, . . .

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ óñå÷åíèÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ÁÑËÀÓ (1.4) ïîëó÷à-
åòñÿ íåìíîãî ìåíåå òî÷íîå, ÷åì â ñëó÷àå ÁÑËÀÓ (1.2).

Êàê îïðåäåëèòü, ïðàâèëüíî ëè íàéäåíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
çàäà÷è äèôðàêöèè? Ìîæíî ïðîâåðèòü, âûïîëíåíû ëè ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:
1) âíóòðåííÿÿ ñõîäèìîñòü: ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äîëæíû áûòü
ñòàáèëüíû ïðè M,N → +∞ ;
2) ïðåäåëüíûå ñëó÷àè: åñëè ëåíòà çàíèìàåò âñå ñå÷åíèå âîëíîâîäà
èëè, íàîáîðîò, ïðàêòè÷åñêè íåçàìåòíà ... ;
3) çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè: ñêîëüêî ýíåðãèè ïðèøëî ñ íàáåãàþùåé
íà ïåðåãîðîäêó âîëíîé, ñòîëüêî â ñóììå äîëæíî óéòè âïðàâî è âëå-
âî;
4) óñëîâèå íà ìåòàëëå: íà ëåíòå äîëæíà áûòü ðàâíû íóëþ êàñàòåëü-
íûå ñîñòàâëÿþùèå ýëåêòðè÷åñêîãî âåêòîðà ïîëíîãî ïîëÿ.

Èìåííî ïîñëåäíåå óñëîâèå ñàìîå âàæíî. Âñå îñòàëüíûå óñëîâèÿ
ãðàíè÷íîé çàäà÷è áóäóò âûïîëíåíû äëÿ ëþáîãî íàáîðà ÷èñåë an (åñ-
ëè ñõîäèòñÿ ðÿä â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ).

Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàëüíî-ñóììàòîðíûå òîæäåñòâà (1.1) è (1.2)
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøè-
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ìîñòè ïåðåîïðåäåëåííûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëü-
öà â ïîëóïîëîñå, ïîñêîëüêó îíè óñòàíàâëèâàþò ñâÿçü äëÿ ïðåäåëü-
íûõ çíà÷åíèé åãî ðåøåíèé u0(x) = u(x, 0) è u1(x) =

∂u

∂z
(x, 0) íà

ñðåçå ïîëîñû. Ðàçóìååòñÿ, ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâè-
ÿõ ïðè x = 0 è x = a. Äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ ðåøåíèé ôóíêöèè u0(x)

è u1(x) íå ìîãóò áûòü çàäàíû ïðîèçâîëüíî.

ßñíî, ÷òî â ñå÷åíèè âîëíîâîäà ìîæåò áûòü ðàçìåùåíî íåñêîëüêî
òîíêèõ ïðîâîäÿùèõ ëåíò è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãîîáðàçèå M ìîæåò
ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ. Â ýòîì ñëó÷àå
ñòàíîâÿòñÿ ñëîæíåå âûðàæåíèÿ èíòåãðàëîâ Ink è Jnk, íî âèä ÁÑËÀÓ
çàäà÷ äèôðàêöèè íå ìåíÿåòñÿ.

1.2. Îáîáùåííûå ôóíêöèè íà îòðåçêå
Äëÿ îáîñíîâàíèÿ òåõíèêè, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé â ïðåäûäóùåì áûë

îñóùåñòâëåí ïåðåõîä îò ãðàíè÷íîé çàäà÷è äèôðàêöèè ê ÁÑËÀÓ,
ïîñòðîèì ñïåöèàëüíûå êëàññû îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

Ôóíêöèè
sn(x) =

√
2/a sin

πnx

a
, n = 1, 2, . . .

îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, a].
Âûáåðåì â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà îñíîâíûõ ôóíêöèé ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî C2

0 [0, a] äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà ýòîì îò-
ðåçêå, ðàâíûõ íóëþ íà åãî êîíöàõ. Ïî òåîðåìå Ñòåêëîâà ëþáàÿ òàêàÿ
ôóíêöèÿ ðàçëàãàåòñÿ â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ïî ôóíêöèÿì
sn(x). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè sn(x) � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà C2

0 [0, a].
Îáîáùåííûå ôóíêöèè (äàëåå � î.ô.) îïðåäåëèì êàê ëèíåéíûå

ôóíêöèîíàëû íà ïðîñòðàíñòâå îñíîâíûõ ôóíêöèé C2
0 [0, a]. Êàæäûé

òàêîé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f [·] îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì
÷èñåë fn = f [sn(·)], n = 1, 2, . . .. Ïîýòîìó î.ô. îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ÷èñåë fn.
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Èíòåãðèðóåìîé íà [0, a] ôóíêöèè f(·) ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü åå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû ôóíêöèé
sn(x):

fn =
a∫

0

f(x) sn(x) dx, n = 1, 2, . . .

Î.ô. áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíîé, åñëè ÷èñëà fn � êîýôôèöèåíòû
Ôóðüå îáû÷íîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå.

Ïðåäñòàâëåíèå î.ô. â âèäå ôîðìàëüíîãî ðÿäà
+∞∑

n=1
fn sn(·)

âñåãî ëèøü äàåò ñïèñîê áàçèñíûõ îñíîâíûõ ôóíêöèé è çíà÷åíèé
î.ô. íà íèõ. Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, òî èìååì ðåãóëÿðíóþ îáîáùåííóþ
ôóíêöèþ.

ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî î.ô. � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ î÷åâèäíûìè
îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî.

Îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå î.ô. îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Åñëè f(·) � äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà [0, a] ôóíêöèÿ è f(0) =

0, f(a) = 0, òî
a∫

0

f ′′(x) sn(x) dx = −(
πn

a
)
2

a∫

0

f(x) sn(x) dx.

Ïîýòîìó ïðîèçâîäíîé î.ô. f [·] âòîðîãî ïîðÿäêà íàçîâåì òàêóþ î.ô.
g[·], äëÿ êîòîðîé

g[sn(·)] = −(
πn

a
)
2
f [sn(·)] ∀n = 1, 2, . . .

Äëÿ íàøèõ öåëåé ýòîãî äîñòàòî÷íî. Ïðîèçâîäíûå ÷åòíîãî ïîðÿäêà
îïðåäåëÿþòñÿ ïî èíäóêöèè, à âîò ïðîèçâîäíûõ íå÷åòíîãî ïîðÿäêà è
íåò âîâñå.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü î.ô. fj[·] ñõîäèòñÿ ïðè
j → +∞ ê î.ô. f [·], åñëè äëÿ êàæäîé îñíîâíîé ôóíêöèè ϕ(·) ÷èñëî-
âàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fj[ϕ(·)] ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó f [ϕ(·)]. Ïðè ýòîì
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äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ôóíêöèè sn(·) ñðåäè âñåõ îñíîâ-
íûõ ôóíêöèé èç C2

0 [0, a]. Åñëè çàäàíî ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
î.ô. fα[·], α � ïàðàìåòð, òî ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïî ïàðàìåòðó îïðå-
äåëÿåòñÿ òàêèì æå ñïîñîáîì.

Äâå î.ô. f [·] è g[·] ðàâíû, åñëè f [sn(·)] = g[sn(·)] ïðè âñåõ n =

1, 2, . . . (èëè ïðîñòî fn = gn, n = 1, 2, . . .) Íî, êàê è â êëàññè÷åñêîé
òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé, çíà÷åíèÿ î.ô. â îòäåëüíûõ òî÷êàõ îòðåçêà
[0, a] íå îïðåäåëåíû.

Ïóñòü îòðåçîê [0, a] ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåéM èN . Â äàëüíåéøåì
âàæíóþ ðîëü áóäóò èãðàòü íàáîðû íàáîðû ÷èñåë

Inm =
∫

M
sn(x) sm(x) dx è Jnm =

∫

N
sn(x) sm(x) dx, n,m = 1, 2, . . . ,

êîòîðûå óæå èñïîëüçîâàëèñü ðàíüøå, òîëüêî áåç íîðìèðîâêè áàçèñ-
íûõ ôóíêöèé. Ýòè èíòåãðàëû ëåãêî âû÷èñëèòü, îíè ïðîñòî âûðà-
æàþòñÿ äðóã ÷åðåç äðóãà: Jnm = δnm − Inm.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî î.ô. f [·] = 0 íà N , åñëè
+∞∑

m=1
Jnm fm = 0 ∀n = 1, 2, . . .

(áîëåå òî÷íî, åñëè âñå ýòè ðÿäû ñõîäÿòñÿ è èõ ñóììû ðàâíû íóëþ)
èëè, ÷òî îäíî è òî æå,

fn =
+∞∑

m=1
Inm fm ∀n = 1, 2, . . .

Ïîÿñíèì ñìûñë òàêîãî îïðåäåëåíèÿ. Åñëè f [·] � ðåãóëÿðíàÿ î.ô.
è f(·) = 0 íà N , òî

f(x) =
+∞∑

m=1
fm ϕm(x), ãäå fm =

∫

M
f(x) ϕm(x) dx.

Òîãäà
fn =

∫

M
(

+∞∑

m=1
fm ϕm(x)) sn(x) dx =

+∞∑

m=1
fm Imn.
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Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâî äâóõ î.ô. íà N èëè íà M.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè f [·] = g[·] íà N è íà M, òî fn = gn

∀n = 1, 2, . . .

Íàêîíåö, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî î.ô. f [·] ïðèíèìàåò íàM òàêèå æå
çíà÷åíèÿ, êàê è îáû÷íàÿ ôóíêöèÿ g(·), åñëè

fn =
∫

M
g(x) sn(x) dx, n = 1, 2, . . .

èëè åñëè fn = gn, ãäå g[·] � ðåãóëÿðíàÿ î.ô., êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò
îáû÷íîé ôóíêöèè g(·), äîîïðåäåëåííîé íóëåì äî âñåãî îòðåçêà [0, a].

Ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöèé îáðàçóþò òàêæå ëèíåéíûå
ôóíêöèîíàëû íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé C2

1 [0, a], êîòîðîå ñîñòîèò
èç äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ íà îòðåçêå [0, a] ôóíêöèé, ïåðâûå
ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ îáðàùàþòñÿ â íóëü íà êîíöàõ îòðåçêà. Áà-
çèñ â ïðîñòðàíñòâå C2

1 [0, a] îáðàçóþò ôóíêöèè cn(x), îïðåäåëåííûå
â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Â ýòîì ñëó÷àå îñíîâíûå ñâîéñòâà î.ô. òàêèå
æå, êàê è ðàíüøå.

1.3. Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷è äèôðàêöèè
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â ïîëîñå 0 < x < a

ïðè z < 0 è ïðè z > 0 êàê ôóíêöèè àðãóìåíòà z, çíà÷åíèÿìè êîòî-
ðûõ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûå ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâ, ïîñòðîåííûõ
â ï.1.2. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ u1[·](·) è u2[·](·) ÷àñòî íàçûâàþò àá-
ñòðàêòíûìè ôóíêöèÿìè (à.ô.). Èõ ñëåäû (ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ)
ïðè z → 0 áóäåì îáîçíà÷àòü u1

0[·] è u2
0[·]. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîíè-

ìàåòñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå.
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì ñëó÷àé TM-ïîëÿðèçàöèè ïîëÿ.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì z çíà÷åíèÿ u1[·](z) è u2[·](z) íà îñíîâíîé ôóíê-
öèè sn(·) åñòü u1

n = an eiγnz è u2
n = bn e−iγnz. Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó

ïðè z → 0 è ïîëó÷èì u1
0,n = an è u2

0,n = bn. Òàêèì îáðàçîì, ñëåäû
(îáîáùåííûå ïðåäåëû) ôóíêöèé u1(x, z) è u2(x, z) íà ñå÷åíèè z = 0
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ïîëîñû 0 < x < a ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè. Ñëåäû ïðî-
èçâîäíûõ ïî z ôóíêöèé u1(x, z) è u2(x, z) íà ñå÷åíèè z = 0 ïîëîñû
òàêæå ÿâëÿþòñÿ î.ô. ñî çíà÷åíèÿìè

u1
1,n = −iγn an è u2

1,n = iγn bn.

Çàäà÷ó äèôðàêöèè TM-ïîëÿðèçîâàííîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû
â ïëîñêîì âîëíîâîäå íà ïîïåðå÷íîì ýêðàíå ïîñòàâèì ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Ïóñòü u0(x, z) � ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ âîëíû îò âíåøíåãî
èñòî÷íèêà. Åñëè ýòà âîëíà ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ìîä, òî åå
ñëåäû íà ñå÷åíèè z = 0 ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè ôóíêöèÿìè.

Íóæíî íàéòè îáîáùåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà
u1[·](·) è u2[·](·), óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì è óñëîâèÿì
ñîïðÿæåíèÿ

u0
0[·] + u1

0[·] = 0, u0
0[·] + u2

0[·] = 0 íà M,

u1
0[·] = u2

0[·], u1
1[·] = u2

1[·] íà N .

Çäåñü u0
0[·] � î.ô., ñîâïàäàþùàÿ ñ ôóíêöèåé u0

0(·) íà M è ðàâíàÿ
íóëþ íà N .

Òàê êàê u1
0[·] = u2

0[·] è íà N , è íàM, òî, âî-ïåðâûõ, an = bn ∀n =

1, 2, . . . Âî-âòîðûõ, u1
1[·] = −u2

1[·]. Ñëåäîâàòåëüíî, u1
1[·] = u2

1[·] = 0 íà
N .

Èòàê, äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ an èìååì
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ÿçûêå îáîáùåííûõ ôóíêöèé:

u1
0[·] = −u0

0[·] íà M, u1
1[·] = 0 íà N .

Ýòè óñëîâèÿ èìåþò âèä

ak + u0
0,k =

+∞∑

m=1
Jkm am, k = 1, 2, . . .

γm am =
+∞∑

n=1
Imn γn an, m = 1, 2, . . .

(1.5)
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Ìû ïîëó÷èëè ÁÑËÀÓ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ an, êîòîðàÿ
ñîñòîèò èç äâóõ ãðóïï óðàâíåíèé.

Åñòü äâà ïðåîáðàçîâàíèÿ ÁÑËÀÓ (1.5), êîòîðûå, êàê êàæåòñÿ,
"âäâîå" ñîêðàùàþò ÷èñëî óðàâíåíèé. Â ïðàâûå ÷àñòè ïåðâîé ãðóïïû
óðàâíåíèé ìîæíî ïîäñòàâèòü âûðàæåíèÿ am, êîòîðûå íàéäåíû èç
âòîðîé ãðóïïû óðàâíåíèé. Òîãäà èìååì ÁÑËÀÓ

−ak +
+∞∑

n=1
an γn

+∞∑

m=1

1

γm
Imn Jkm = u0

0,k, k = 1, 2, . . . (1.6)

Ôàêòè÷åñêè ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî è ÁÑËÀÓ (1.2), íî òîëüêî ïî-
ñëå íîðìèðîâêè áàçèñíûõ ôóíêöèé. Åñëè æå â ïðàâûå ÷àñòè âòîðîé
ãðóïïû óðàâíåíèé ïîäñòàâèòü âûðàæåíèÿ an, êîòîðûå íàéäåíû èç
ïåðâîé ãðóïïû óðàâíåíèé, òî ïîëó÷èì

γm am −
+∞∑

m=1
am

+∞∑

n=1
γn Jnm Imn =

+∞∑

m=1
Jnm u0

n,0, m = 1, 2, . . . (1.7)

Ýòà ÁÑËÀÓ ïîõîæà íà ÁÑËÀÓ (1.4), íî çäåñü êàê áû ïîìåíÿëèñü
ìåñòàìè ÷àñòè M è N îòðåçêà [0, a].

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî ïðèáëèæåííûå ðåøå-
íèÿ ÁÑËÀÓ (1.6) è (1.7), íàéäåííûå ìåòîäîì óñå÷åíèÿ, î÷åíü ïîõî-
æè. Ïðè àíàëèçå ðåçóëüòàòîâ ñ÷åòà óñòàíîâëåíî, ÷òî â ïåðâîì ñëó-
÷àå áîëåå òî÷íî âûïîëíåíû óñëîâèÿ íàM, à âî âòîðîì ñëó÷àå áîëåå
òî÷íî âûïîëíåíû óñëîâèÿ íà N . Äàäèì îáúÿñíåíèå ýòîìó ýôôåêòó.

Ïóñòü áåñêîíå÷íûå ìàòðèöû A è B ñîñòàâëåíû èç ýëåìåíòîâ Imn è
Jmn ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ìàòðèöû îïðåäåëÿþò ëèíåéíûå îïåðàòîðû
â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
+∞∑

m=1
Inm Imk = Ink,

+∞∑

m=1
Jnm Jmk = Jnk, ∀n, k = 1, 2, . . .

Ñëåäîâàòåëüíî, A è B � äîïîëíèòåëüíûå äðóã ê äðóãó îðòîãîíàëü-
íûå ïðîåêòîðû, òî åñòü A2 = A, B2 = B è A+B = I (I � åäèíè÷íûé
îïåðàòîð), à òàêæå AB = 0, BA = 0.

17



Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áåñêîíå÷íûõ âåêòîðîâ: u = (a1, a2, . . .)

è u0 = (u0
0,1, u0

0,2, . . .) Ïóñòü òàêæå C � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà èç
ýëåìåíòîâ γ1, γ2, . . .. Òîãäà óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ u èìåþò âèä

u = Bu− Au0, u = C−1ACu. (1.8)

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîðû C−1AC è C−1BC òàêæå ÿâëÿþòñÿ äîïîë-
íèòåëüíûìè äðóã ê äðóãó îðòîãîíàëüíûìè ïðîåêòîðàìè.

Åñëè ïðàâóþ ÷àñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ (1.8) ïîäñòàâèòü â ïðàâóþ
÷àñòü ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âìåñòî u, òî ïîëó÷èì ÁÑËÀÓ (1.6) â îïå-
ðàòîðíîé ôîðìå

u = BC−1ACu− Au0. (1.9)

ßñíî, ÷òî åñëè u � ðåøåíèå óðàâíåíèé (1.8), òî u � ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (1.9). Ïóñòü òåïåðü u � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.9). Ïðèìåíèì
îïåðàòîð A è ïîëó÷èì Au = −Au0. Íî åñëè ïðèìåíèì îïåðàòîð B,
òî ïîëó÷èì Bu = BC−1ACu âìåñòî u = C−1ACu.

Àíàëîãè÷íî, åñëè ïðàâóþ ÷àñòü ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (1.8) ïîäñòà-
âèòü â ïðàâóþ ÷àñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ âìåñòî u, òî

u = C−1ACBu− C−1ACAu0. (1.10)

Ïîëíîé ýêâèâàëåíòíîñòè èñõîäíûì äâóì óðàâíåíèÿì îïÿòü íåò.
×òîáû ó÷åñòü âñþ èíôîðìàöèþ, ñîäåðæàùóþñÿ â èñõîäíûõ óðàâ-

íåíèÿõ, ïîòðåáóåì, ÷òîáû áûëà ìèíèìàëüíîé íåâÿçêà ïî âñåì ýòèì
óðàâíåíèÿì. Çàïèøåì ýòî óñëîâèå "â êîîðäèíàòàõ":

+∞∑

k=1

∣∣∣∣
+∞∑

m=1
Ikmam + u0

k

∣∣∣∣
2
+

+∞∑

k=1

∣∣∣∣
+∞∑

m=1
Jkmγmam

∣∣∣∣
2 → min.

Ïðèðàâíÿåì íóëþ ïðîèçâîäíûå ïî an è ïîëó÷èì ÁÑËÀÓ
+∞∑

m=1

[+∞∑

k=1
IkmIkn +

+∞∑

k=1
JkmγmJknγn

]
am = −

+∞∑

k=1
Iknu

0
k, k = 1, 2, . . .

(1.11)
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Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ýòîé ÁÑËÀÓ ïðè òàêîì æå ïîðÿäêå óñå÷å-
íèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå ÁÑËÀÓ (1.6) è (1.7), äàåò ñàìûé òî÷íûé ðåçóëü-
òàò.

Âîçìîæíî, òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé ìîæíî óâåëè÷èòü, åñëè áðàòü
ðàçíîå êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé èç äâóõ ãðóïï ÁÑËÀÓ (1.5) ïî àíàëî-
ãèè ñ òåì, êàê ýòî äåëàåòñÿ â [13] ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î ðàçâåòâëåíèè
ïëîñêîãî âîëíîâîäà.

1.4. Ýêðàí â ïðÿìîóãîëüíîì âîëíîâîäå
Ïóñòü ïðÿìîóãîëüíûé âîëíîâîä ñ ìåòàëëè÷åñêèìè ñòåíêàìè èìå-

åò ñå÷åíèå 0 < x < a, 0 < y < b. Îáîçíà÷èì, êàê ðàíüøå,

sa
n(x) =

√
2/a sin

πnx

a
, sb

n(x) =
√

2/b sin
πnx

b
, n = 1, 2, . . . ,

ca
0(x) =

1√
a
, cb

0(x) =
1√
b
,

ca
n(x) =

√
2/a cos

πnx

a
, cb

n(x) =
√

2/b cos
πnx

b
, n = 1, 2, . . .

è
ϕss

mn(x, y) = sa
m(x) sb

n(y), ϕcs
mn(x, y) = ca

m(x) sb
n(y),

ϕsc
mn(x, y) = sa

m(x) cb
n(y), ϕcc

mn(x, y) = ca
m(x) cb

n(y).

Çäåñü è äàëüøå â ñóììàõ èíäåêñû m è n èçìåíÿþòñÿ òàê, ÷òîáû
ó ôóíêöèé sa

m(x), sb
n(y) èíäåêñû áûëè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, à ó

ôóíêöèé ca
m(x), cb

n(y) äîïóñêàþòñÿ íóëåâûå çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ, íî
íå îäíîâðåìåííî.

Êàê èçâåñòíî, â ïðÿìîóãîëüíîì âîëíîâîäå ëþáàÿ âîëíà ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ñóììó âîëí ðàçëè÷íûõ ïîëÿðèçàöèé. Ëþáàÿ íåîðèåíòè-
ðîâàííàÿ TM-âîëíà èìååò êîìïîíåíòû

Ez =
∑
m,n

(amn eiγmnz + bmn e−iγmnz) ϕss
mn(x, y), Hz = 0,
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Ex =
∑
m,n

iγmn

δ2
mn

πm

a
(amn eiγmnz − bmn e−iγmnz) ϕcs

mn(x, y),

Ey =
∑
m,n

iγmn

δ2
mn

πn

b
(amn eiγmnz − bmn e−iγmnz) ϕsc

mn(x, y),

Hx =
∑
m,n

−iωε0ε

δ2
mn

πn

b
(amn eiγmnz + bmn e−iγmnz) ϕsc

mn(x, y),

Hy =
∑
m,n

iωε0ε

δ2
mn

πm

a
(amn eiγmnz + bmn e−iγmnz) ϕcs

mn(x, y),

ãäå δ2
mn = (πm/a)2 + (πn/b)2 è amn, bmn � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå.

Êîìïîíåíòû íåîðèåíòèðîâàííîé TE-âîëíû

Ez = 0, Hz =
∑
m,n

(cmn eiγmnz + dmn e−iγmnz) ϕcc
mn(x, y),

Ex =
∑
m,n

−iωµ0µ

δ2
mn

πn

b
(cmn eiγmnz + dmn e−iγmnz) ϕcs

mn(x, y),

Ey =
∑
m,n

iωµ0µ

δ2
mn

πm

a
(cmn eiγmnz + dmn e−iγmnz) ϕsc

mn(x, y),

Hx =
∑
m,n

−iγmn

δ2
mn

πm

a
(cmn eiγmnz − dmn e−iγmnz) ϕsc

mn(x, y),

Hy =
∑
m,n

−iγmn

δ2
mn

πn

b
(cmn eiγmnz − dmn e−iγmnz) ϕcs

mn(x, y).

Äëÿ âîëí ïîëîæèòåëüíîé îðèåíòàöèè bmn = 0 è äëÿ âîëí îòðèöà-
òåëüíîé îðèåíòàöèè amn = 0.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó äèôðàêöèè ñîáñòâåííîé âîëíû ïðÿìîóãîëü-
íîãî âîëíîâîäà, íàáåãàþùåé íà ýêðàíM, ðàçìåùåííûé â ïëîñêîñòè
z = 0, èç îáëàñòè z < 0 (ðèñ. 1.2). Ïóñòü ýòó âîëíó îáðàçóåò ïàðà
âîëí ðàçëè÷íîé ïîëÿðèçàöèè. Íà ýêðàíå M äîëæíû áûòü ðàâíû
íóëþ (ñ êàæäîé ñòîðîíû ýêðàíà) êàñàòåëüíûå ñîñòàâëÿþùèå âåê-
òîðà E ïîëíîãî ïîëÿ, òî åñòü êîìïîíåíòû Ex è Ey. Íà ýêðàíå è
íà åãî äîïîëíåíèè N äî ïîëíîãî ñå÷åíèÿ âîëíîâîäà äîëæíû áûòü
íåïðåðûâíû êàñàòåëüíûå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà E è êàñàòåëüíûå
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ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà H. Ñôîðìóëèðóåì ýòè óñëîâèÿ íà ÿçûêå ñëå-
äîâ îáîáùåííûõ ðåøåíèé.

Ðèñ. 1.2. Ýêðàí â ïðÿìîóãîëüíîì âîëíîâîäå

Íóæíî îïðåäåëèòü ÷åòûðå ïðîñòðàíñòâà îñíîâíûõ ôóíêöèé è,
ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòûðå ïðîñòðàíñòâà îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ïóñòü
ïðîñòðàíñòâà îñíîâíûõ ôóíêöèé îáðàçóþò ëèíåéíûå êîìáèíàöèè
ôóíêöèé ϕss

mn(x, y), ϕcs
mn(x, y), ϕsc

mn(x, y) è ϕcc
mn(x, y). Ïðîñòðàíñòâà

îáîáùåííûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü SS, CS, SC

è CC, îáðàçóþò ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ îñíîâíûõ ôóíêöèé, Çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà f [·] ∈ SS íà
ôóíêöèè ϕss

mn(·), íàïðèìåð, áóäåì îáîçíà÷àòü f ss
mn.

Îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè î.ô. ïåðåõîäèò èç îäíîãî ïðîñòðàíñòâà â
äðóãîå. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî x ñâîäèòñÿ ê ïåðåâû÷èñëåíèþ çíà-
÷åíèé î.ô. íà îñíîâíûõ ôóíêöèÿõ ïî ïðàâèëó:

(
∂f

∂x
)
cs
mn =

πm

a
f ss

mn; (
∂f

∂x
)
ss
mn = −πm

a
f ss

mn;

(
∂f

∂x
)
cc
mn =

πm

a
f sc

mn; (
∂f

∂x
)
sc
mn = −πm

a
f cc

mn.

Àíàëîãè÷íî âûïîëíÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî y.
Ñëåäîâàòåëüíî, îáîáùåííûå ïðåäåëû ïðè z → 0 èç îáëàñòè z >

0 êàñàòåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïîëÿ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé
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âîëíû ñîñòîÿò èç äâóõ ñëàãàåìûõ:

(Ex)
cs
mn =

iγmn

δ2
mn

πm

a
amn +

−iωµ0µ

δ2
mn

πn

b
cmn,

(Ey)
sc
mn =

iγmn

δ2
mn

πn

b
amn +

iωµ0µ

δ2
mn

πm

a
cmn,

(Hx)
sc
mn =

−iωε0ε

δ2
mn

πn

b
amn +

−iγmn

δ2
mn

πm

a
cmn,

(Hy)
cs
mn =

iωε0ε

δ2
mn

πm

a
amn +

−iγmn

δ2
mn

πn

b
cmn.

Óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ íà ÷àñòÿõ ïðÿìîóãîëüíèêà [0, a] × [0, b]

äëÿ îáîáùåííîé ôóíêöèè îïðåäåëèì òî÷íî òàê æå, êàê ðàíüøå â
ñëó÷àå îòðåçêà. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî èç ÷åòûðåõ ïðîñòðàíñòâ î.ô.
(âåðõíèå èíäåêñû íå ïèøåì)

Imnpq =
∫

M
ϕmn(x, y) ϕpq(x, y) dx dy,

Jmnpq =
∫

N
ϕmn(x, y) ϕpq(x, y) dx dy,

çäåñü ϕmn(x, y) � áàçèñíûå ôóíêöèè ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Ïî îïðåäåëåíèþ î.ô. f [·] = 0 íà N , åñëè (ïî àíàëîãèè ñ îäíî-
ìåðíûì ñëó÷àåì)

∑
m,n

Jmnpq fmn = 0 ∀p, q èëè fpq =
∑
m,n

Imnpq fmn ∀p, q.

Êàê è â ñëó÷àå çàäà÷è äèôðàêöèè íà ýêðàíå â ïëîñêîì âîëíîâî-
äå, çàäà÷à äèôðàêöèè ñîáñòâåííîé âîëíû ïðÿìîóãîëüíîãî âîëíîâîäà
íà ïîïåðå÷íîì òîíêîì ïðîâîäÿùåì ýêðàíå M ïðè z = 0 ñâîäèòñÿ
ê îäíîñòîðîííåé ãðàíè÷íîé çàäà÷å äëÿ îáëàñòè z < 0 (èëè äëÿ îá-
ëàñòè z > 0). Óñëîâèÿ ýòîé çàäà÷è ñôîðìóëèðóåì íà ÿçûêå ñëåäîâ
îáîáùåííûõ ðåøåíèé:

E0
x,0[·] = −E1

x,0[·], E0
y,0[·] = −E1

y,0[·] = 0 íà M,
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H1
x,0[·] = 0, H1

y,0[·] = 0 íà N .

Òàêèì îáðàçîì, èìååì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé

∑
m,n

Ics
mnpq

[iγmn

δ2
mn

πm

a
amn − iωµ0µ

δ2
mn

πn

b
cmn

]
= −(E0

x,0)
cs
pq ∀p, q,

∑
m,n

Isc
mnpq

[iγmn

δ2
mn

πn

b
amn +

iωµ0µ

δ2
mn

πm

a
cmn

]
= −(E0

y,0)
sc
pq ∀p, q,

∑
m,n

Jsc
mnpq

[iωε0ε

δ2
mn

πn

b
amn +

iγmn

δ2
mn

πm

a
cmn

]
= 0 ∀p, q,

∑
m,n

J cs
mnpq

[iωε0ε

δ2
mn

πm

a
amn − iγmn

δ2
mn

πn

b
cmn

]
= 0 ∀p, q,

(1.12)

ñîñòîÿùóþ èç ÷åòûðåõ ãðóïï óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî äâóõ ãðóïï
íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Îæèäàåòñÿ, ÷òî ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ-
÷åòàõ öåëåñîîáðàçíî èñêàòü ìèíèìóì íåâÿçêè ïî âñåì óðàâíåíèÿì,
âîøåäøèì â óñå÷åííóþ ÑËÀÓ.

1.5. Ñîáñòâåííûå âîëíû âîëíîâîäà
ïðîèçâîëüíîãî ñå÷åíèÿ

Åñëè ãðàíèöà âîëíîâîäà èëè ðåçîíàòîðà íå ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàò-
íîé ïîâåðõíîñòüþ, òî èñêàòü ñîáñòâåííûå âîëíû ìåòîäîì ðàçäåëå-
íèÿ ïåðåìåííûõ íå ïîëó÷àåòñÿ. Ìû ïîêàæåì, êàê ýòî ìîæíî ñäåëàòü
ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèé èñêîìûõ ðåøåíèé â ðÿäû ïî äâóì ñèñòå-
ìàì ôóíêöèé, îðòîãîíàëüíûõ íà ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè âîëíîâîäíîé
ñòðóêòóðû.

Áóäåì èñêàòü íåíóëåâûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ êîì-
ïëåêñíûõ àìïëèòóä â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè, çàïîëíåííîé îäíî-
ðîäíîé èçîòðîïíîé ñðåäîé
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∂Hz

∂y
− ∂Hy

∂z
= −iωε0εEx,

∂Ez

∂y
− ∂Ey

z
= iωµ0µHx,

∂Hx

∂z
− ∂Hz

x
= −iωε0εEy,

∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x
= iωµ0µHy,

∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
= −iωε0εEz,

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
= iωµ0µHz.

Ïóñòü îñü z ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëüíîé îñü öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè è
ãðàíèöà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ýòîé îáëàñòè îãðàíè÷åíà êóñî÷íî ãëàä-
êèì êîíòóðîì, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè x = x(t), y =

y(t). Òîãäà êàñàòåëüíàÿ ê êîíòóðó � ýòî âåêòîð (x′(t), y′(t)) è íîð-
ìàëü ê êîíòóðó � ýòî âåêòîð (−y′(t), x′(t)) (â ïîïåðå÷íîé ïëîñêî-
ñòè).

Íà ìåòàëëè÷åñêèõ ñòåíêàõ âîëíîâîäà äîñòàòî÷íî çàäàòü óñëîâèå:
êàñàòåëüíûå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà E ðàâíû íóëþ. Íî, êàê èçâåñò-
íî, íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà H òàêæå äîëæíà áûòü ðàâíà
íóëþ. Óäîáíî èñïîëüçîâàòü âñå íåîáõîäèìûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ
óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè:

Ez = 0, x′(t) Ex + y′(t) Ey = 0, −y′(t) Hx + x′(t) Hy = 0.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü äâà íàáîðà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà
Ëàïëàñà, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàçíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì è îðòîãî-
íàëüíûõ íà ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè:

ψm(x, y), m = 0, 1, . . . | ∆ ψm + χm ψm = 0, ψm|C= 0,

ϕm(x, y), m = 0, 1, . . . | ∆ ϕm + λm ϕm = 0,
∂ϕ

∂ν
|C= 0.

Ïîêàæåì, ÷òî êàñàòåëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè èìåþò âèä

Hz(x, y, z) =
+∞∑

m=0
λm ϕm(x, y) [am e−iγm z + bm eiγm z],
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Ez(x, y, z) =
+∞∑

m=0
χm ψm(x, y) [cm e−iδm z + dm eiδm z],

ãäå γm =
√

k2 − λm, δm =
√

k2 − χm è ïðîèçâîëüíûå êîýôôèöèåíòû
am, bm è cm, dm îïðåäåëÿþò ìàãíèòíîå ïîëå è ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå
ñîîòâåòñòâåííî.

Òàê êàê ôóíêöèÿ Ez äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íóëü íà ãðàíèöå öè-
ëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè, òî áóäåì èñêàòü åå â âèäå

Ez =
∑
m

Ez,m(z) χm ψm(x, y)

(çäåñü èìååò ñìûñë ïîñòàâèòü ìíîæèòåëü χm). Ðàññìîòðèì òðåòüå
óðàâíåíèå ñèñòåìû Ìàêñâåëëà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàñàòåëüíûå êîì-
ïîíåíòû âåêòîðà H èìåþò âèä

Hy = iωε0ε
∑
m

Ez,m(z)
∂ψm

∂x
(x, y) + P (x, y, z),

Hx = −iωε0ε
∑
m

Ez,m(z)
∂ψm

∂y
(x, y) + Q(x, y, z).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèè P è Q äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ
∂P

∂x
− ∂Q

∂y
= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, P =

∂R

∂y
, Q =

∂R

∂x
, ãäå R(x, y, z) �

íåêîòîðàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.
Òîãäà òðåòüå ãðàíè÷íîå óñëîâèå ñâîäèòñÿ ê ðàâåíñòâó

−y′(t) Hx + x′(t) Hy =

iωε0ε
∑
m

Ez,m(z) [y′(t)
∂ψm

∂y
(x, y) + x′(t)

∂ψm

∂x
(x, y)]−

−y′(t)
∂R

∂x
+ x′(t)

∂R

∂y
.

Åñëè ψm(x(t), y(t)) = 0 òî y′(t)
∂ψm

∂y
(x, y) + x′(t)

∂ψm

∂x
(x, y) = 0. Ïî-

ñëåäíåå ñëàãàåìîå åñòü ∂R

∂ν
. Ïîýòîìó

R(x, y, z) =
∑
m

Rm(z) ϕm(x, y)
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è òîãäà

P (x, y, z) =
∑
m

Rm(z)
∂ϕm

∂y
(x, y), Q(x, y, z) =

∑
m

Rm(z)
∂ϕm

∂x
(x, y).

Èç ÷åòâåðòîãî è ïÿòîãî óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî
∂Ey

∂z
=

∂Ez

∂y
− iωµ0µHx =

∑
m

∂ψm

∂y
(χm−k2) Ez,m− iωµ0µ

∑
m

∂ϕm

∂x
Rm,

∂Ex

∂z
=

∂Ez

∂x
+ iωµ0µHy =

∑
m

∂ψm

∂x
(χm− k2) Ez,m + iωµ0µ

∑
m

∂ϕm

∂y
Rm.

Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â øåñòîå óðàâíåíèå (ïðåäâàðèòåëüíî ïðî-
äèôôåðåíöèðîâàííîå) è ïîëó÷èì

iωµ0µ
∂Hz

∂z
=

∂2Ey

∂z ∂x
− ∂2Ex

∂z ∂y
= −iωµ0µ

∑
m

(
∂2ϕm

∂x2 +
∂2ϕm

∂y2 ) Rm =

= iωµ0µ
∑
m

λm ϕm Rm.

Ïîýòîìó
Hz =

∑
m

Hz,m(z) λm ϕm(x, y),

ãäå ôóíêöèè Hz,m äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿìè H ′
z,m = Rm, è

Ey =
∑
m

∂ψm

∂y
Sm(z)− iωµ0µ

∑
m

∂ϕm

∂x
Hz,m,

Ex =
∑
m

∂ψm

∂x
Sm(z) + iωµ0µ

∑
m

∂ϕm

∂y
Hz,m,

ãäå S ′m = (χm − k2) Ez,m.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ.

Äåéñòâèòåëüíî,

x′(t) Ex + y′(t) Ey =
∑
m

(x′(t)
∂ψm

∂x
+ y′(t)

∂ψm

∂y
) Sm+

+iωµ0µ
∑
m

(−y′(t)
∂ϕm

∂x
+ x′(t)

∂ϕm

∂y
) Hz,m.
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Ïîäñòàâèì ñóììàòîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé â ïåð-
âîå è âòîðîå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû Ìàêñâåëëà è ïîëó÷èì

∑
m

∂ϕm

∂y
[(λm − k2) Hz,m −R′

m]− iωε0ε
∑
m

∂ψm

∂x
[E ′

z,m − Sm] = 0,

−∑
m

∂ϕm

∂x
[(λm − k2) Hz,m −R′

m]− iωε0ε
∑
m

∂ψm

∂y
[E ′

z,m − Sm] = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî R′
m + (k2 − λm) Hz,m = 0 è Sm = E ′

z,m. Íóæíî
äîáàâèòü ñþäà ðàâåíñòâà H ′

z,m = Rm è S ′m + (k2 − χm) Ez,m = 0.
Â èòîãå ìû èìååì äâà óðàâíåíèÿ

H ′′
z,m + (k2 − λm) Hz,m = 0, E ′′

z,m + (k2 − χm) Ez,m = 0.

Ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé e±iγmz è
e±iδmz. Åñëè ìû óñëîâèìñÿ, ÷òî èëè Re γm > 0, Re δm > 0, èëè
Im γm > 0, Im δm > 0, òî äëÿ âîëí ïîëîæèòåëüíîé îðèåíòàöèè
íóæíî âçÿòü çíàê ïëþñ â ýêñïîíåíòàõ, à äëÿ âîëí îòðèöàòåëüíîé
îðèåíòàöèè � çíàê ìèíóñ.

1.6. Ýêðàí â âîëíîâîäå ïðîèçâîëüíîãî ñå÷åíèÿ
Â ñëó÷àå âîëíîâîäà ñ ìåòàëëè÷åñêèìè ñòåíêàìè ïðîèçâîëüíîãî

ñå÷åíèÿ èìååò ñìûñë èçìåíèòü ôîðìóëèðîâêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è
óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ íà ñå÷åíèè âîëíîâîäà.

Îïðåäåëèì äâà ïðîñòðàíñòâà î.ô. Φ è Ψ êàê ìíîæåñòâà ëèíåé-
íûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ëèíåéíûõ êîìáèíàöèÿõ ôóíêöèé ϕm(x, y) è
ψm(x, y). Åñëè çàòåì ââåñòè ïðîñòðàíñòâà äëÿ ïðîèçâîäíûõ òàêèõ
î.ô., òî îêàæåòñÿ, ÷òî êîìïîíåíòû ïîëÿ Ex, Ey, Hx, Hy ñîñòî-
ÿò èç äâóõ ñëàãàåìûõ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò î.ô. èç ðàçíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Ðàññìîòðåííûé ðàíåå ñëó÷àé ïðÿìîóãîëüíîãî âîëíîâîä �
èñêëþ÷èòåëüíûé.

Ïîýòîìó íà ñå÷åíèè z = 0 çàäàäèì íåñòàíäàðòíûå óñëîâèÿ: íà
ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä äîëæíû áûòü íåïðåðûâíû êîìïîíåíòû Hz,
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Ez, ∂Hz/∂z, ∂Ez/∂z, à íà ýêðàíå äîëæíû áûòü ðàâíû íóëþ êîì-
ïîíåíòû Hz è ∂Ez/∂z.

Äåëî â òîì, ÷òî åñëè íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä êîìïîíåíòû Ex,
Ey, Hx, Hy äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íåêîòîðûì ëèíåéíûì óñëîâè-
ÿì, òî ñóììû è ðàçíîñòè èõ ïðîèçâîäíûõ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
àíàëîãè÷íûì óñëîâèÿì. Íî èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ñëåäóåò, ÷òî

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
= iωµ0µHz,

∂Ex

∂x
+

∂Ey

∂y
= −∂Ez

∂z
,

∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
= −iωε0εEz,

∂Hx

∂x
+

∂Hy

∂y
= −∂Hz

∂z
.

Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåò äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü òîëüêî äâà
ïðîñòðàíñòâà î.ô.

Èòàê, îáîáùåííûå óñëîâèÿ ïðè z = 0 çàäàäèì äëÿ íóëåâûõ ñëåäîâ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

íàM : H+
z,0[·] + H0

z,0[·] = 0, H−
z,0[·] + H0

z,0[·] = 0,

(
∂E+

z

∂z
)0[·] + (

∂E0
z

∂z
)0[·] = 0, (

∂E−
z

∂z
)0[·] + (

∂E0
z

∂z
)0[·] = 0,

íà N : H+
z,0[·] = H−

z,0[·], (
∂E+

z

∂z
)0[·] = (

∂E−
z

∂z
)0[·],

E+
z,0[·] = E−

z,0[·], (
∂H+

z

∂z
)0[·] = (

∂H−
z

∂z
)0[·].

Ñëåäîâàòåëüíî,

H+
z,0[·] = H−

z,0[·], (
∂E+

z

∂z
)0[·] = (

∂E−
z

∂z
)0[·]

è íà M, è íà N . Òîãäà a+
m = a−m = am è b+

m = −b−m = bm, à òàêæå

(
∂H+

z

∂z
)0[·] = −(

∂H−
z

∂z
)0[·], E+

z0 = −E−
z0.
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Ïîýòîìó çàäà÷à äèôðàêöèè íà ýêðàíå ñâåëàñü ê îäíîñòîðîííåé ãðà-
íè÷íîé çàäà÷å

íàM : H+
z,0[·] = −H0

z,0[·], (
∂E+

z

∂z
)0[·] = −(

∂E0
z

∂z
)0[·],

íà N : (
∂H+

z

∂z
)0[·] = 0, E+

z,0[·] = 0.

Ïóñòü òåïåðü

Iϕ
mp =

∫

M
ϕm(x, y) ϕp(x, y) dx dy,

Jϕ
mp =

∫

N
ϕm(x, y) ϕp(x, y) dx dy,

Iψ
mp =

∫

M
ψm(x, y) ψp(x, y) dx dy,

Jψ
mp =

∫

N
ψm(x, y) ψp(x, y) dx dy

(1.13)

(èíòåãðàëû çäåñü äâóìåðíûå, íî ôóíêöèè ϕ è ψ íóìåðóþòñÿ îäíèì
èíäåêñîì). Òîãäà, êàê è ðàíüøå, î.ô. f [·] = 0 íà N , åñëè

∑
m

Jmp fm = 0 ∀p èëè fp =
∑
m

Imp fm ∀p.

Â èòîãå ÁÑËÀÓ çàäà÷è äèôðàêöèè íà ýêðàíå èìååò âèä (ñåé÷àñ
ìíîæèòåëè λm è χm â ïðåäñòàâëåíèÿõ â âèäå ðÿäîâ äëÿ Hz è Ez

îòñóòñòâóþò)
+∞∑

m=0
Imp am = −(H0

z,0)p,
+∞∑

m=0
Imp δm bm = −(

∂E0
z

∂z
)0,p,

+∞∑

m=0
Jmp γm am = 0,

+∞∑

m=0
Jmp bm = 0, p = 0, 1, . . .

(1.14)
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ íåèçâåñòíûõ am è bm èìååì íåçàâèñèìûå óðàâ-
íåíèÿ.

Àëãîðèòì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ÁÑËÀÓ (1.14) äîïóñêàåò ðàñ-
ïàðàëëåëèâàíèå. Íàèáîëüøèå âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû ñâÿçàíû ñ
âû÷èñëåíèåì èíòåãðàëîâ (1.13) è ñ âû÷èñëåíèåì çíà÷åíèé ôóíêöèé
ϕm(x, y) è ψm(x, y).

* * *
Çàäà÷è äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íà êîîðäèíàòíûõ íå-

îäíîðîäíîñòÿõ â âîëíîâîäàõ îòíîñÿòñÿ ê êëþ÷åâûì çàäà÷àì âîëíî-
âîäíîé ýëåêòðîäèíàìèêè [30], �4. Çàäà÷à äèôðàêöèè íà ïîïåðå÷íîé
ïåðåãîðîäêå â ïëîñêîì âîëíîâîäå îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðî-
ñòîé ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ñëîæíóþ òåõíèêó ðåøåíèÿ òàêèõ
çàäà÷ (ñì., íàïðèìåð, [17], �3.6).

Òîíêèå ïåðåãîðîäêè, ÷àñòè÷íî ïåðåêðûâàþùèå ïîïåðå÷íîå ñå÷å-
íèå âîëíîâîäà, ÷àñòî íàçûâàþò äèàôðàãìàìè. Îäíà èç ïåðâûõ ïóá-
ëèêàöèé â ýòîì íàïðàâëåíèè � ñòàòüÿ Ë.À Âàéíøòåéíà [4]. Ñâîéñòâà
èíäóêòèâíûõ è åìêîñòíûõ äèàôðàãì â ïðÿìîóãîëüíîì âîëíîâîäå
èçó÷åíû ìåòîäîì çàäà÷è Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà â êíèãå [29], ÷àñòü II.

Ìåòîä ïåðåîïðåäåëåííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è (èëè ìåòîä ÈÑÒ) ñâå-
äåíèÿ çàäà÷ äèôðàêöèè íà íåîäíîðîäíîñòÿõ â ïëîñêîì âîëíîâîäå ê
ÁÑËÀÓ âïåðâûå áûë ïðèìåíåí â ðàáîòå [18], ðàçäåë 1.1 íàïèñàí â
îñíîâíîì ïî �8 ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ [20]. Ýòîò ìåòîä áóäåò èñïîëüçî-
âàòüñÿ è â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ. Òåîðèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé áûëà
ïîñòðîåíà ïîä âëèÿíèåì èññëåäîâàíèé Â.Ñ. Ìîêåé÷åâà, ñì., íàïðè-
ìåð, [14]. Â ðàçäåëàõ 1.2 è 1.3 èçëîæåíû ðåçóëüòàòû ñòàòüè [25], à
ðàçäåëû 1.5 è 1.6 íàïèñàíû ïî ðàáîòå [22].
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2. ÇÀÄÀ×È ÄÈÔÐÀÊÖÈÈ È ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÅ
ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÒÈÏÀ ÑÂÅÐÒÊÈ

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà çàäà÷àì äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ
âîëí íà òîíêèõ ïðîâîäÿùèõ ýêðàíàõ â îòêðûòîì ïðîñòðàíñòâå. Òà-
êèå çàäà÷è îáû÷íî ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì, â îáùåì
ñëó÷àå ñèíãóëÿðíûì è ãèïåðñèíãóëÿðíûì, ìåòîäàìè òåîðèè ïîòåí-
öèàëà. Ìû èñïîëüçóåì ìåòîä ïåðåîïðåäåëåííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è, â
îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò ñâÿçü ìåæäó ñëåäàìè îðèåíòèðîâàííûõ ðå-
øåíèé óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà èëè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ïîëó-
ïëîñêîñòè èëè â ïîëóïðîñòðàíñòâå. Ýòà ñâÿçü ïîðîæäàåò ïàðû èíòå-
ãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé òèïà ñâåðòêè è, êàê ñëåäñòâèå, èíòåãðàëü-
íûå óðàâíåíèÿ çàäà÷ äèôðàêöèè. Ïîäðîáíî ðàññìîòðåí äâóìåðíûé
ñëó÷àé, à çàòåì è òðåõìåðíûé.

Íåñëîæíî ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðå-
øèìîñòè ïåðåîïðåäåëåííûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè, åñëè íå îáðàùàòü âíèìàíèå íà ñòðîãîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ
ïðåîáðàçîâàíèé. Âîçìîæíû äâà ïîäõîäà: èëè ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé
Ãðèíà çàäà÷ Äèðèõëå è Íåéìàíà, èëè ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî êàñàòåëüíûì ïåðåìåííûì. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ
ìåòîäà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå âûáðàíû åñòåñòâåííûå êëàññû îáîá-
ùåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà è óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà.

2.1. Äèôðàêöèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû
íà òîíêîé ïðîâîäÿùåé ëåíòå

Ïóñòü â ïëîñêîñòè z = 0 òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàñïîëîæåíà
áåñêîíå÷íî òîíêàÿ èäåàëüíî ïðîâîäÿùàÿ ëåíòà (ýêðàí), ïàðàëëåëü-
íàÿ îñè y. Íà ëåíòó íàáåãàåò ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà, âîçáóæäàå-
ìàÿ óäàëåííûì èñòî÷íèêîì. Íóæíî íàéòè ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå,
âîçíèêàþùåå ïðè åå äèôðàêöèè.
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Ðàññìîòðèì íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé çàäà÷è äèôðàêöèè íà ëåí-
òå, êîãäà ïðîñòðàíñòâî çàïîëíåíî îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ñðåäîé, à
ïîëå íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû y (äâóìåðíîå ïîëå).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ÷àñòü îñè x, çàíÿòóþ ëåíòîé, è ÷åðåç N �
äîïîëíåíèå M äî âñåé îñè (ðèñ. 2.1).

x x

z z

y

0

0

M

NN

Ðèñ. 2.1. Òîíêàÿ ïðîâîäÿùàÿ ëåíòà

Ïóñòü ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ïàðàëëåëüíî ïîëÿðèçîâàíî, òî åñòü
åãî íåíóëåâûå êîìïîíåíòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîòåíöèàëüíóþ ôóíê-
öèþ u(x, z) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà:

Ey = u, Hx =
−1

iωµ0µ

∂u

∂z
, Hz =

1

iωµ0µ

∂u

∂x
.

Ïóñòü ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà îò âíåøíåãî èñòî÷íèêà ñ ïîòåí-
öèàëüíîé ôóíêöèåé u0(x, z) çàäàíà è ïðè z > 0, è ïðè z < 0. Áóäåì
èñêàòü îòðàæåííûå ââåðõ âîëíû è ïðîøåäøèå âíèç âîëíû, êîòîðûì
ñîîòâåòñòâóþò ïîòåíöèàëüíûå ôóíêöèè u+(x, z) è u−(x, z) ñîîòâåò-
ñòâåííî. Íà M äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

u0 + u+ = 0, u0 + u− = 0,

à íà N äîëæíû áûòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ

u0 + u+ = u0 + u−,
∂u0

∂z
+

∂u+

∂z
=

∂u0

∂z
+

∂u−

∂z
,

îäèíàêîâûå ñëàãàåìûå ñëåâà è ñïðàâà âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ.
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Ïîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ (íî íå âïîëíå ñòðîãèõ) ðàñ-
ñóæäåíèé âûâîäèòñÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå çàäà÷è äèôðàêöèè íà
ëåíòå.

Óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà

∂2u

∂x2 +
∂2u

∂z2 + k2u(x, z) = 0

èìååò î÷åâèäíûå ðåøåíèÿ u(x, z) = e±iξx±iζz, ãäå ξ2 + ζ2 = k2. Ïðè-
ìåì ãèïîòåçó: îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ÿâëÿåòñÿ íàëî-
æåíèåì ýëåìåíòàðíûõ âîëí ñ òàêèìè ïîòåíöèàëüíûìè ôóíêöèÿìè.

Ïóñòü ζ = γ(ξ) =
√

k2 − ξ2 è çíà÷åíèÿ γ(ξ) âû÷èñëÿþòñÿ òàê, ÷òî
èëè ýòî íåîòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, èëè ìíèìûå ÷èñëà ñ
ïîëîæèòåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ (Re γ(ξ) ≥ 0 èëè Im γ(ξ) > 0). Ïðè
âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ γ(ξ) > 0 ýíåðãèÿ ïåðåíîñèòñÿ âîëíîé âäîëü
îñè z (èëè â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè) â çàâèñèìîñòè îò çíàêà
â ýêñïîíåíòå, ïðè ìíèìûõ γ(ξ) âîëíû çàòóõàþò. Åñëè çíà÷åíèÿ ξ

ïðîáåãàþò âñþ ÷èñëîâóþ îñü, òî çíàê ïåðåä iξx ìîæíî âçÿòü ëþáîé,
íàì óäîáíåå ïîñòàâèòü ìèíóñ. Ïîýòîìó áóäåì èñêàòü ïîòåíöèàëüíûå
ôóíêöèè â âèäå

u+(x, z) =
+∞∫

−∞
A+(ξ) e−iξx+iγ(ξ)z dξ, z > 0,

è
u−(x, z) =

+∞∫

−∞
A−(ξ) e−iξx−iγ(ξ)z dξ, z < 0,

òåì ñàìûì óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ó÷òåíû.
Íàïîìíèì, ÷òî èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå óñòàíàâëè-

âàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ôóíêöèÿìè f(x) è f(ξ):

f(ξ) =
1√
2π

+∞∫

−∞
f(x)eixξ dx, f(x) =

1√
2π

+∞∫

−∞
f(ξ)e−iξx dξ.
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Ñëåäû (ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ) ôóíêöèè u(x, z) è åå ïðîèçâîäíîé
ïî z ïðè z → 0 áóäåì îáîçíà÷àòü u0(x) è u1(x). Ïðè z → 0+0 èìååì

u+
0 (x) =

+∞∫

−∞
A+(ξ)e−iξx dξ, u+

1 (x) =
+∞∫

−∞
iγ(ξ)A+(ξ)e−iξx dξ.

Ñëåäîâàòåëüíî,
√

2π A+(ξ) = u+
0 (ξ),

√
2π iγ(ξ) A+(ξ) = u+

1 (ξ). Ïðè
z → 0 − 0 àíàëîãè÷íî, íî âî âòîðîé ôîðìóëå äîëæåí áûòü äðóãîé
çíàê. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå âàæíîå óòâåðæäåíèå.

Ôóíêöèè u+
0 (x) è u+

1 (x) ÿâëÿþòñÿ ñëåäàìè íà ïðÿìîé z = 0 ïî-
òåíöèàëüíîé ôóíêöèè ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé âîëíû òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

u+
1 (ξ)− iγ(ξ) u+

0 (ξ) = 0. (2.1)

Ôóíêöèè u−0 (x) è u−1 (x) ÿâëÿþòñÿ ñëåäàìè íà ïðÿìîé z = 0 ïîòåí-
öèàëüíîé ôóíêöèè îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé âîëíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

u−1 (ξ) + iγ(ξ) u−0 (ξ) = 0. (2.2)

Ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè
ðàçðåøèìîñòè ïåðåîïðåäåëåííûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ
Ãåëüìãîëüöà â âåðõíåé è â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè: ñëåäû îðèåíòè-
ðîâàííûõ ðåøåíèé íà ãðàíèöå ïîëóïëîñêîñòè íå ìîãóò áûòü çàäàíû
ïðîèçâîëüíî.

Ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Çàäà÷à äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà ëåíòå ýêâèâà-

ëåíòíà îäíîñòîðîííåé ãðàíè÷íîé çàäà÷å ñ óñëîâèÿìè

u+
0 (x) = −u0

0(x), x ∈M; u+
1 (x) = 0, x ∈ N . (2.3)
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Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê u+
0 (x) = u−0 (x) ïðè âñåõ x, òî u+

0 (ξ) =

u−0 (ξ). Òîãäà u+
1 (ξ) = −u−1 (ξ) è u+

1 (x) = −u−1 (x). Ïîýòîìó u+
1 (x) = 0

íà N .
Ôóíêöèÿ u+

1 (x) ðàâíà íóëþ íà N , à íà M îíà ïîêà íåèçâåñòíà.
Íî

u+
0 (x) =

1√
2π

+∞∫

−∞

−i

γ(ξ)
u+

1 (ξ) e−iξx dξ =

=
1√
2π

+∞∫

−∞

−i

γ(ξ)

( 1√
2π

∫

M
u+

1 (x1)e
ix1ξ dx1

)
e−iξx dξ =

=
∫

M
u+

1 (x1)
( 1

2π

+∞∫

−∞

−i

γ(ξ)
e−iξ(x−x1) dξ

)
dx1 =

=
∫

M
u+

1 (x1)
(
− i

2
H

(1)
0 (k|x− x1|)

)
dx1.

Âíóòðåííèé èíòåãðàë âû÷èñëåí êàê îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
ñ ïîìîùüþ ôîðìóë 130 è 134 ïðè λ = 1/2 èç [2]. Èòàê, ìû ïðèøëè
ê ñëåäóþùåìó çàêëþ÷åíèþ.

Çàäà÷à äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà ëåíòå â ñëó÷àå
ïàðàëëåëüíîé ïîëÿðèçàöèè ïîëÿ ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíå-
íèþ ∫

M
u+

1 (x1) K1(x1, x) dx1 = −u0
0(x), x ∈M, (2.4)

ãäå
K1(x1, x) = − i

2
H

(1)
0 (k|x− x1|). (2.5)

Â ñëó÷àå, êîãäà ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû ïåðïåíäèêóëÿðíî ïî-
ëÿðèçîâàíû, ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå. Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî
òåïåðü íåíóëåâûå êîìïîíåíòû ïîëÿ

Hy = u, Ex =
1

iωε0ε

∂u

∂z
, Ez =

−1

iωε0ε

∂u

∂x
,
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ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ u(x, z) � òàêæå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüì-
ãîëüöà, è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

u0
1 + u+

1 = 0, u0
1 + u−1 = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ îäíîñòîðîííåé ãðàíè÷íîé çàäà÷è òàêèå:

u+
1 (x) = −u0

1(x), x ∈M; u+
0 (x) = 0, x ∈ N .

Äîêàçûâàåòñÿ ýòî ïðîñòî. Òàê êàê u+
1 (x) = u−1 (x) ïðè âñåõ x, òî

u+
1 (ξ) = u−1 (ξ). Òîãäà u+

0 (ξ) = −u−0 (ξ) è u+
0 (x) = −u−0 (x). Ïîýòîìó

u+
0 (x) = 0 íà N .
Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà M è N ñëåäóåò óòâåðæäåíèå.
Çàäà÷à äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà ëåíòå â ñëó÷àå

ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñâîäèòñÿ
ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

∫

M
u+

0 (x1) K0(x1, x) dx1 = −u0
1(x), x ∈M, (2.6)

ãäå
K0(x1, x) =

i

2

k

|x− x1| H
(1)
1 (k|x− x1|). (2.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u+
0 (x) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ íà M (íà N

ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ). Òîãäà

u+
1 (x) =

1√
2π

+∞∫

−∞
iγ(ξ) u+

0 (ξ) e−iξx dξ =

=
1√
2π

+∞∫

−∞
iγ(ξ)

( 1√
2π

∫

M
u+

0 (x1)e
ix1ξ dx1

)
e−iξx dξ =

=
∫

M
u+

0 (x1)
( 1

2π

+∞∫

−∞
iγ(ξ) e−iξ(x−x1) dξ

)
dx1 =
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=
∫

M
u+

0 (x1)
( i

2

k

|x− x1| H
(1)
1 (k|x− x1|)

)
dx1.

Âíóòðåííèé èíòåãðàë è â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëÿåòñÿ ÿâíî ñ ïîìîùüþ
ôîðìóë 130 è 134 ïðè λ = −1/2 èç [2].

Â ñëó÷àå ïàðàëëåëüíîé ïîëÿðèçàöèè ïîëÿ ÿäðî (2.5) èíòåãðàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ çàäà÷è äèôðàêöèè èìååò ëîãàðèôìè÷åñêóþ îñîáåí-
íîñòü, à â ñëó÷àå ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèè ÿäðî (2.7) ÿâëÿåò-
ñÿ ãèïåðñèíãóëÿðíûì. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (2.4) è (2.6) ìîæåò áûòü íàéäåíî ìåòîäîì Ãàëåðêèíà (ïðè
îïðåäåëåííîì ñîîòíîøåíèè øèðèíû ëåíòû è äëèíû ýëåêòðîìàãíèò-
íîé âîëíû). Â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (2.4) èñïîëüçóþòñÿ ïîëèíîìû ×å-
áûøåâà 1-ãî ðîäà, à â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (2.6) � ïîëèíîìû ×åáûøåâà
2-ãî ðîäà [9], [20], �6.

Åñëè â ïëîñêîñòè z = 0 èìååòñÿ íåñêîëüêî òîíêèõ ïðîâîäÿùèõ
ëåíò, òî âñå ðàññóæäåíèÿ îñòàþòñÿ â ñèëå. Îòëè÷èå â òîì, ÷òî ìíî-
ãîîáðàçèå M ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ îòðåçêîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòà-
íîâèòñÿ áîëåå ñëîæíûì àëãîðèòì ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.4) è (2.6).

2.2. Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà
è èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ òèïà ñâåðòêè

Òðåáóåò îáîñíîâàíèÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü âîçìîæíîñòü èñïîëüçî-
âàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Äåëî â òîì, ÷òî ñëåä ïëîñêîé âîëíû
u0(x, z) = e−ik sin θ0−ik cos θ0, íàïðèìåð, íà ïðÿìîé z = 0 íå ÿâëÿåò-
ñÿ ôóíêöèåé, îáðàùàþùåéñÿ â íóëü ïðè x → ±∞. Ñëåäîâàòåëüíî,
íóæíî Äåéñòâîâàòü â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé (ðàñïðåäå-
ëåíèé), äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.
Íà÷íåì ñ õîðîøî èçâåñòíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàñïðåäåëåíèé óìåðåííî-
ãî ðîñòà íà áåñêîíå÷íîñòè [5], �8.
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Ðàññìîòðèì ïåðåîïðåäåëåííóþ ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ
Ãåëüìãîëüöà â ïîëóïëîñêîñòè y > 0

∂2u

∂x2 +
∂2u

∂y2 + k2u(x, y) = 0, u(x, 0) = u0(x),
∂u

∂y
(x, 0) = u1(x).

Áóäåì èñêàòü åå ðåøåíèå êàê ôóíêöèþ àðãóìåíòà y, çíà÷åíèÿ êî-
òîðîé ÿâëÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè óìåðåííîãî ðîñòà íà áåñêîíå÷íî-
ñòè. Â äàëüíåéøåì ïîòðåáóåòñÿ âûäåëèòü íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî
â ïðîñòðàíñòâå òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå x → ξ èìååì îáûêíîâåííîå äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

∂2u

∂y2 + (k2 − ξ2) u(ξ, y) = 0,

åãî îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

u(ξ, y) = A(ξ) eiγ(ξ)y + B(ξ) e−iγ(ξ)y,

çäåñü A(ξ), B(ξ) � ïðîèçâîëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ óìåðåííîãî ðîñòà,
è γ(ξ) =

√
k2 − ξ2. Ïóñòü, êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, çíà÷åíèÿ

ýòîé ôóíêöèè èëè âåùåñòâåííûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, èëè ÷èñòî
ìíèìûå ÷èñëà ñ ïîëîæèòåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ, òî åñòü

γ(ξ) = {|ξ| ≤ k :
√

k2 − ξ2; |ξ| > k : i
√

ξ2 − k2.

Çàäàäèì óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè òàê: B(ξ) = 0. Ñìûñë ýòîãî óñëî-
âèÿ â òîì, ÷òî â ðåøåíèè ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü òîëüêî ãàðìîíèêè,
óíîñÿùèå ýíåðãèþ íà áåñêîíå÷íîñòü èëè çàòóõàþùèå â ýòîì íàïðàâ-
ëåíèè. Òàêèå ðåøåíèÿ áóäåì íàçûâàòü ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàí-
íûìè. Òîãäà

u(ξ, y) = A(ξ) eiγ(ξ)y.

Îòñþäà ñëåäóåò óæå èçâåñòíîå óòâåðæäåíèå.
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Ôóíêöèè u0(x), u1(x) ÿâëÿþòñÿ ñëåäàìè ïîëîæèòåëüíî îðèåí-
òèðîâàííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â âåðõíåé ïîëóïëîñ-
êîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ îáðàçû Ôóðüå óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèþ

u1(ξ)− iγ(ξ) u0(ξ) = 0 èëè i

γ(ξ)
u1(ξ) + u0(ξ) = 0. (2.8)

Íî ôóíêöèè γ(ξ), 1/γ(ξ), à òàêæå ýêñïîíåíòû â îáùåì ðåøå-
íèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, íå ÿâëÿþòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðà-
ìè â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé óìåðåííîãî ðîñòà. Íóæíî ââåñòè
ñïåöèàëüíûå ïðîñòðàíñòâà îñíîâíûõ è îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ÷òîáû
îáîñíîâàòü ïðîâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ ïîñòðî-
åíèÿìè êíèãè [6], ãë. III, �3, ï. 8.

Ïóñòü Ψ � ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ ôóíêöèé ψ(s), íåïðåðûâíûõ
âìåñòå ñ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé âñþäó íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé, êðîìå òî-
÷åê ±k, â êîòîðûõ äîïóñêàþòñÿ ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà, è òàêèå, ÷òî
ïðîèçâåäåíèÿ skψ(s), skψ′(s) àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìû íà ïðÿìîé
(−∞, +∞). Òîïîëîãèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà òåì æå ñïîñîáîì, êàê â
ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ íà ñ. 184 êíèãè [6].

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî Φ = F [Ψ] ñîñòîèò èç ôóíêöèé ϕ(x), ÿâëÿ-
þùèõñÿ îáðàçàìè Ôóðüå ôóíêöèé ψ(s). Åñëè ψ(x) ∈ Ψ, òî èìååì
F [F [ψ(x)]] = ψ(−x) ∈ Ψ. Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâî îá-
ðàçîâ Ôóðüå ôóíêöèé èç Φ ñîâïàäàåò ñ Ψ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà
ïðè êàæäîì z êàê ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèîíàëû íà ïðî-
ñòðàíñòâå Φ (ðàñïðåäåëåíèÿ). Ðàñïðåäåëåíèå f(ξ) = 0 íà ëþáîé èç
òðåõ ÷àñòåé ïðÿìîé, íà êîòîðûå åå äåëÿò òî÷êè ±k, åñëè ðàâíû íó-
ëþ åãî çíà÷åíèÿ íà ëþáîé îñíîâíîé ôóíêöèè ψ(s), ðàâíîé íóëþ íà
äâóõ äðóãèõ ÷àñòÿõ ïðÿìîé. Äëÿ îáðàçîâ Ôóðüå òàêèõ ðàñïðåäåëå-
íèé êîððåêòíî îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèè, êîòî-
ðûå âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè èìåþò ðàçðûâû â òî÷êàõ ±k.
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Òåïåðü íóæíî íàéòè ôóíêöèè (ðàñïðåäåëåíèÿ), îáðàçàìè Ôóðüå
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè γ(ξ) è 1/γ(ξ). Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ôó-
ðüå ôóíêöèÿ 1/γ(ξ) ïåðåõîäèò â ôóíêöèþ Õàíêåëÿ ïåðâîãî ðîäà
íóëåâîãî ïîðÿäêà πH

(1)
0 (k|x|). Ýòî ñëåäóåò èç ôîðìóë 130 è 134

èç [2] ïðè λ = 1/2. Ïîñëå åùå îäíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èì
2π/γ(−x) = 2π/γ(x). Ñëåäîâàòåëüíî, 1/γ(ξ) ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì Ôó-
ðüå ôóíêöèè 1

2 H
(1)
0 (k|x|).

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå (2.8) ïåðâîå ñëàãàåìîå ñëåâà ÿâëÿåòñÿ ïðî-
èçâåäåíèåì îáðàçîâ Ôóðüå ðàñïðåäåëåíèé i

2 H
(1)
0 (k|x|) è u1(x). Òîãäà

+∞∫

−∞
u1(x1)

i

2
H

(1)
0 (k|x− x1|) dx1 + u0(x) = 0. (2.9)

Àíàëîãè÷íî, åñëè ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå ôóíêöèÿ γ(x) ïåðå-
õîäèò â πk H

(1)
1 (k|x|)/|x| (ôîðìóëû 130 è 134 èç [2] ïðè λ = −1/2), òî

ïîñëå åùå îäíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èì 2π γ(x). Ïîýòîìó ôóíê-
öèÿ γ(x) ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì Ôóðüå ôóíêöèè k

2|x| H
(1)
1 (k|x|). Â ôîð-

ìóëå (2.8) ìíîæèòåëü γ(ξ) u0(ξ) ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì Ôóðüå ñâåðòêè
ðàñïðåäåëåíèé. Òîãäà

u1(x)−
+∞∫

−∞
u0(x1)

ik

2|x− x1| H
(1)
1 (k|x− x1|) dx1 = 0. (2.10)

Íàïîìíèì, ÷òî â òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé ÷àñòî ïðèíÿòî çàïèñû-
âàòü ñâåðòêó ðàñïðåäåëåíèé êàê èíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé,
íî ýòà êîíñòðóêöèÿ íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì â êëàññè÷åñêîì
ñìûñëå.

Ôîðìóëû (2.9), (2.10) òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòîäîì ôóíêöèè
Ãðèíà. Êàê èçâåñòíî, ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüì-
ãîëüöà â R2 èìåþò âèä (ñì., íàïðèìåð, [5], ñ. 206)

E2(z) = − i

4
H

(1)
0 (k|z|), E2(z) =

i

4
H

(2)
0 (k|z|)
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(çäåñü z = (x, y) � òî÷êà ïëîñêîñòè). Ïåðâîå èç íèõ óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ íà áåñêîíå÷íîñòè. Òîãäà ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå è
çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ ïîëóïëîñêîñòè

G0(z, z1) = −E2(z−z1)+E2(z−z1), G1(z, z1) = −E2(z−z1)−E2(z−z1),

è ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå è çàäà÷è Íåéìàíà èìåþò âèä

u0(x, y) =
+∞∫

−∞
u0(x1)

∂G0

∂y1
(x1, 0, x, y) dx1,

u1(x, y) = −
+∞∫

−∞
u1(x1) G1(x1, 0, x, y) dx1.

Ïîñëå äâóõ ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ

G1(x1, 0, x, 0) =
i

2
H

(1)
0 (k|x− x1|).

Äàëåå, òàê êàê ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî y1 è ïðåäåëüíîãî ïå-
ðåõîäà ïðè y1 → 0

∂G1

∂y1
(x1, 0, x, y) =

ik y

2
√

(x− x1)2 + y2
H

(1)
1 (k

√
(x− x1)2 + y2),

òî ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî y è ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè y → 0

∂2G1

∂y∂y1
(x1, 0, x, 0) = − ik

2|x− x1|H
(1)
1 (k|x− x1|).

Òàêèì îáðàçîì, ìû åùå ðàç ïðèøëè ê ôîðìóëàì (2.9) è (2.10).
Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ (2.4) è (2.6) ëåãêî ïîëó÷èòü èç ôîðìóë

(2.10) è (2.11).
Ðàññìîòðèì ïåðåîïðåäåëåííóþ ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ

Ëàïëàñà
∂2u

∂x2 +
∂2u

∂y2 = 0, y > 0, u(x, 0) = u0(x),
∂u

∂y
(x, 0) = u1(x)
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â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè èìå-
åò âèä

u1(ξ) + |ξ|u0(ξ) = 0.

Îòñþäà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûé ñëåä, íî íóëåâîé ñëåä íà-
õîäèòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé. Òàêæå äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå u1(0) = 0, òî åñòü

+∞∫

−∞
u1(x) dx = 0.

Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ïåðåîïðåäåëåííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è ïå-
ðåïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: u1(ξ) + i sgn ξ · (−iξ u0(ξ)) = 0. Âòî-
ðîå ñëàãàåìîå ñëåâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå îáðàçîâ Ôóðüå
ðàñïðåäåëåíèé 1

π

1

x
è u′0(x), òî åñòü îáðàç Ôóðüå èõ ñâåðòêè. Îò îá-

ðàçîâ Ôóðüå ïåðåéäåì ê ïðîîáðàçàì è ïîëó÷èì

u1(x) +
1

π

+∞∫

−∞

u′0(x1) dx1

x− x1
= 0. (2.11)

Íî óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â âèäå −i sgn ξ ·
u1(ξ) + u′0(ξ) = 0. Òîãäà

−1

π

+∞∫

−∞

u1(x1) dx1

x− x1
+ u′0(x) = 0. (2.12)

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ýòèõ ôîðìóë ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåïîñðåäñò-
âåííî ïðîñòðàíñòâà ðàñïðåäåëåíèé, ïîñòðîåííûå â êíèãå [6], ãë. III,
�3, ï. 8. Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëû (2.11) è (2.12) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà.
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2.3. Óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà â òðåõìåðíîì
ïîëóïðîñòðàíñòâå

Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïåðåîïðåäåëåííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â R3

+ = {(x, y, z) | z > 0}
∂2u

∂x2 +
∂2u

∂y2 +
∂2u

∂z2 + k2u = 0,

u(x, y, 0) = u0(x, y),
∂u

∂z
(x, y, 0) = u1(x, y)

òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ � èëè ìåòîäîì èíòå-
ãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî êàñàòåëüíûì ïåðåìåííûì, èëè
ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé Ãðèíà çàäà÷ Äèðèõëå è Íåéìàíà.

Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå x → ξ, y → η è ïîëó÷èì äèô-
ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

∂2u

∂z2 + (k2 − ξ2 − η2) u = 0.

Ïóñòü

γ(ξ, η) = {ξ2+η2 ≤ k2 :
√

k2 − ξ2 − η2; ξ2+η2 > k2 : i
√

ξ2 + η2 − k2.

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

u(ξ, η, z) = A(ξ, η) eiγ(ξ,η)z + B(ξ, η) e−iγ(ξ,η)z.

Ïðè B(ξ, η) = 0 èìååì ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîå ðåøåíèå, à
ïðè A(ξ, η) = 0 � îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííîå ðåøåíèå.

Îðèåíòèðîâàííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â ïîëóïðîñò-
ðàíñòâå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî íóëåâîìó ñëåäó u0(x, y) èëè ïî
ïåðâîìó ñëåäó u1(x, y). Ñëåäîâàòåëüíî, êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå,
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ôóíêöèè u0(x, y), u1(x, y) ÿâëÿþòñÿ ñëåäàìè íà ïëîñêîñòè z = 0

ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà
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â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ îáðà-
çû Ôóðüå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

u1(ξ, η)− iγ(ξ, η) u0(ξ, η) = 0

èëè
i

γ(ξ, η)
u1(ξ, η) + u0(ξ, η) = 0.

(2.13)

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ôîðìóë (2.13) íóæíî, êàê è â äâóìåðíîì ñëó-
÷àå, ïîñòðîèòü ñïåöèàëüíûå ïðîñòðàíñòâà îñíîâíûõ è îáîáùåííûõ
ôóíêöèé. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî Ψ ñîñòîèò èç îñíîâíûõ ôóíêöèé, çà-
âèñÿùèõ îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Ýòè ôóíêöèè è èõ ïðîèçâîäíûå äî-
ïóñêàþò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà íà îêðóæíîñòè ξ2 + η2 = k2. Êàê è â
äâóìåðíîì ñëó÷àå, ïðîñòðàíñòâî Φ ñîñòîèò èç îáðàçîâ Ôóðüå ôóíê-
öèé èç Ψ, à ïðîñòðàíñòâî îáðàçîâ Ôóðüå ôóíêöèé èç Φ ñîâïàäàåò ñ
ïðîñòðàíñòâîì Ψ.

Íàéäåì ÿäðà èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé òèïà ñâåðòêè, ïîðîæ-
äåííûõ ðàâåíñòâàìè (2.13). Âû÷èñëèì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå ôóíêöèè 1/γ(ξ, η). Èñïîëüçóåì õîðîøî èçâåñòíóþ ñâÿçü ìåæäó
èíòåãðàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå è èíòåãðàëüíûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì Õàíêåëÿ (ñì., íàïðèìåð, [7], ñ. 78). Â èíòåãðàëå

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
f(

√
ξ2 + η2) e−iξx−iηy dξ dη

âûïîëíèì çàìåíó ïåðåìåííûõ ξ = ρ cos ϕ, η = ρ sin ϕ, x = r cos θ,
y = r sin θ. Ïîëó÷èì

2π
+∞∫

0

f(ρ) J0(ρr) ρ dρ,

çäåñü èñïîëüçîâàëàñü èçâåñòíàÿ ôîðìóëà
2π∫

0

eiz cosα dα = 2π J0(z).
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Â íàøåì ñëó÷àå

f(ρ) = {0 < ρ < k :
1√

k2 − ρ2 ; ρ > k :
1

i
√

ρ2 − k2 .

è
+∞∫

0

f(ρ) J0(ρr) ρ dρ =

=
k∫

0

1√
k2 − ρ2 J0(ρr) ρ dρ +

+∞∫

k

1

i
√

ρ2 − k2 J0(ρr) ρ dρ.

Èç ôîðìóë 11.26 è 11.27 ïðè ν = 0, µ = 1/2 êíèãè [7] ñëåäóåò, ÷òî
k∫

0

ρ√
k2 − ρ2 J0(ρr) dρ =

sin kr

r
,

+∞∫

k

ρ√
ρ2 − k2 J0(ρr) dρ =

cos kr

r
.

Ïîýòîìó

1

4π2

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

1

γ(ξ, η)
e−iξx−iηy dξ dη = − i

2π

eikr

r
, r =

√
x2 + y2. (2.14)

Òîãäà èç âòîðîãî óñëîâèÿ (2.13) ñëåäóåò, ÷òî

u0(x, y) = − 1

2π

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
u1(x1, y1)

eik
√

(x−x1)2+(y−y1)2

√
(x− x1)2 + (y − y1)2

dx1 dy1.

(2.15)

2.4. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â ïîëóïðîñòðàíñòâå
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä

ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî âåêòîðîâ rotH = −iωε E, rotE =

iωµ H â ïîëóïðîñòðàíñòâå R3
+ = {z > 0} (çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè

âûáðàíà â âèäå e−iωt).
Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî êàñàòåëüíûì ïåðåìåííûì x →

ξ, y → η èìååì óðàâíåíèÿ â êîîðäèíàòàõ

45



−iηHz − ∂Hy

∂z
= −iωεEx, −iηEz − ∂Ey

∂z
= iωµHx,

∂Hx

∂z
+ iξHz = −iωεEy,

∂Ex

∂z
+ iξEz = iωµHy,

−iξHy + iηHx = −iωεEz, −iξEy + iηEx = iωµHz.

Èñêëþ÷èì âåäîìûå íåèçâåñòíûå (ñì. [24])

Ez =
1

iωε
(iξ Hy − iη Hx), Hz =

1

iωµ
(−iξ Ey + iη Ex).

Òîãäà âåäóùèå íåèçâåñòíûå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì
∂Hy

∂z
=

η2 − k2

iωµ
Ex − ξη

iωµ
Ey,

∂Hx

∂z
=

ξη

iωµ
Ex +

k2 − ξ2

iωµ
Ey,

∂Ey

∂z
=

k2 − η2

iωε
Hx +

ξη

iωε
Hy,

∂Ex

∂z
=
−ξη

iωε
Hx +

ξ2 − k2

iωε
Hy

èëè â âåêòîðíîé ôîðìå

(Eτ)′ =
−1

iωε
P(ξ, η)Hτ , (Hτ)′ =

1

iωµ
P(ξ, η)Eτ ,

ãäå Eτ = (Ex, Ey), Hτ = (Hx, Hy) è

P(ξ, η) =


 ξη k2 − ξ2

η2 − k2 −ξη


 .

Ñàìîå âàæíîå ñâîéñòâî ýòîé ìàòðèöû P2(ξ, η) = −k2 (k2−ξ2−η2) I,
I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Ïóñòü, êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà,

γ(ξ, η) =
√

k2 − ξ2 − η2.

Òîãäà ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàêñâåë-
ëà èìååò âèä

E(ξ, η, z) = eiγ(ξ,η) z a(ξ, η),
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H(ξ, η, z) =
−1

ωµγ(ξ, η)
eiγ(ξ,η) z P(ξ, η) a(ξ, η).

Ïåðåîïðåäåëåííàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â
ïîëóïðîñòðàíñòâå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: íàéòè â R3

+ ïîëîæèòåëüíî
îðèåíòèðîâàííîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

Eτ(x, y, z0) = e(x, y), Hτ(x, y, z0) = h(x, y).

ßñíî, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ a(ξ, η) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî îäíîé
èç ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé e(x, y) èëè e(x, y). Òîãäà ëåãêî âû÷èñëèòü
âòîðóþ ôóíêöèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå.

Âåêòîð-ôóíêöèè e(x, y), h(x, y) ÿâëÿþòñÿ ñëåäàìè íà ïëîñêî-
ñòè z = 0 ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà â ïîëóïðîñòðàíñòâå z > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
èõ îáðàçû Ôóðüå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

P(ξ, η) e(ξ, η) + ωµ γ(ξ, η)h(ξ, η) = 0

èëè
ωε γ(ξ, η) e(ξ, η)−P(ξ, η)h(ξ, η) = 0.

(2.16)

Î÷åâèäíî, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû P(ξ, η) ÿâëÿþòñÿ ìóëüòèïëè-
êàòîðàìè â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé óìåðåííîãî ðîñòà. ×òîáû
ìóëüòèïëèêàòîðîì áûëà òàêæå ôóíêöèÿ γ(ξ, η), íóæíî, êàê è â
ñëó÷àå òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, ñóçèòü ïðîñòðàíñòâî
òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé. Ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ ôóíêöèé Ψ äîëæíî
ñîñòîÿòü èç ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå âìåñòå ñî ñâîè-
ìè ïðîèçâîäíûìè äîïóñêàþò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà íà îêðóæíîñòè
ξ2 + η2 = k2. Òîãäà, êàê è ðàíüøå, åñëè ïðîñòðàíñòâî Φ ñîñòîèò
èç îáðàçîâ Ôóðüå ôóíêöèé èç Ψ, òî ïðîñòðàíñòâî îáðàçîâ Ôóðüå
ôóíêöèé èç Φ ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì Ψ.
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Ïåðåéäåì òåïåðü â óðàâíåíèÿõ (2.16) ê ïðîîáðàçàì Ôóðüå è ïî-
ëó÷èì ïàðó ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ òèïà ñâåðòêè. Åñëè

e(ξ, η) =
1

ωε γ(ξ, η)
P(ξ, η)h(ξ, η),

òî
e(x, y) =

1

4π2

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
e(ξ, η) e−iξx−iηy dξ dη =

=
1

4π2

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

1

ωεγ(ξ, η)
P(ξ, η)h(ξ, η) e−iξx−iηy dξ dη =

=
1

4π2

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
(

1

ωεγ(ξ, η)
P(ξ, η)×

×
+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
h(x1, y1) eix1ξ+iy1η dx1 dy1) e−iξx−iηy dξ dη.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ôàêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïñåâ-
äîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð.

Îáîçíà÷èì

Q(x− x1, y − y1) =
1

4π2

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

1

γ(ξ, η)
P(ξ, η) e−i(x−x1)ξ−i(y−y1)η dξ dη.

(2.17)

Òîãäà

e(x, y) =
1

ωε

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
Q(x− x1, y − y1)h(x1, y1) dx1 dy1. (2.18)

Âòîðàÿ ôîðìà óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïåðåîïðåäåëåííîé çàäà÷è
äàåò àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî

h(x, y) = − 1

ωµ

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
Q(x− x1, y − y1) e(x1, y1) dx1 dy1. (2.19)
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Òàêèì îáðàçîì, ñâÿçü ìåæäó êàñàòåëüíûìè ñîñòàâëÿþùèìè ýëåê-
òðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî âåêòîðà â ïåðåîïðåäåëåííîé ãðàíè÷íîé çà-
äà÷å äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ïîðîæäàåò ïàðó âçàèìíî îáðàòíûõ
âåêòîðíûõ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé òèïà ñâåðòêè. Â ïðàâûõ
÷àñòÿõ ôîðìóë (2.18) è (2.19) ñòîÿò ãèïåðñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëû,
îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñâåðòêè îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû Q(x − x1, y − y1) ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì
âèäå. Ïðîîáðàç ôóíêöèè 1/γ(ξ, η) áûë âû÷èñëåí ðàíüøå, ôîðìóëà
(2.14). Óìíîæåíèå ýòîé ôóíêöèè íà ïîëèíîìû k2 − ξ2, ξη è η2 − k2

ñâîäèòñÿ ê äèôôåðåíöèðîâàíèþ ôóíêöèè eikr/r.
Ôîðìóëû (2.18) è (2.19) ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå ìåòîäîì ôóíê-

öèè Ãðèíà. Ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ïîëóïðî-
ñòðàíñòâå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà, à ýòî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷å-
íî ñ ïîìîùüþ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ
Ãåëüìãîëüöà (ñì., íàïðèìåð, [8], ãë. 2).

2.5. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â àíèçîòðîïíûõ ñðåäàõ
Ìåòîä èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî êàñàòåëüíûì ïå-

ðåìåííûì ìîæíî ïðèìåíèòü ïðè èññëåäîâàíèè ïåðåîïðåäåëåííîé
ãðàíè÷íîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â àíèçîòðîïíîì ïîëó-
ïðîñòðàíñòâå. Óêàæåì íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ àíèçîòðîïèè, êî-
ãäà óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïåðåîïðåäåëåííîé çàäà÷è ìîæíî âûïè-
ñàòü â ÿâíîì âèäå.

Ïóñòü òåíçîð äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû

ε̂ = ε




εxx εxy 0

εyx εyy 0

0 0 1




(ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé àíèçîòðîïèè ïî ïåðåìåííûì x è y), à ìàã-
íèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü µ̂ = µ � ñêàëÿð. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ Ìàêñ-
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âåëëà äëÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

rotH = −iωε̂E, rotE = iωµH

â êîîðäèíàòàõ

−iη Hz − ∂Hy

∂z
= −iωε(εxxEx + εxyEy), −iη Ez − ∂Ey

∂z
= iωµ Hx,

∂Hx

∂z
+ iξ Hz = −iωε(εyxEx + εyyEy),

∂Ex

∂z
+ iξ Ez = iωµ Hy,

−iξ Hy + iη Hx = −iωε Ez, −iξ Ey + iη Ex = iωµHz

è ïðèìåíèì èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííûì
(x, y) → (ξ, η). Èñêëþ÷èì êîìïîíåíòû Ez, Hz è ïîëó÷èì ñèñòåìó
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà

∂Ex

∂z
=
−ξη

iωε
Hx +

ξ2 − k2

iωε
Hy,

∂Ey

∂z = k2−η2

iωε Hx + ξη
iωε Hy,

∂Hx

∂z
=

ξη + k2εyx

iωµ
Ex +

k2εyy − ξ2

iωµ
Ey,

∂Hy

∂z
=

η2 − k2εxx

iωµ
Ex − ξη + k2εxy

iωµ
Ey

(2.20)

èëè â âåêòîðíîé ôîðìå

E′ = − 1

iωε
PH, H′ =

1

iωµ
PE− iωεQE,

ãäå

P = P(ξ, η) =


 ξη k2 − ξ2

η2 − k2 −ξη


 , Q =


 εyx εyy − 1

1− εxx εxy


 .
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Â èçîòðîïíîé ñðåäå Q = 0.
Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé (2.20) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ïîëèíîìà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè âèäà
λ4 + p λ2 + q, ãäå

p = k2(εxx + εyy)− (εxy + εyx)ξη − (1 + εxx)ξ
2 − (1 + εyy)η

2,

q = (ξ2+η2−k2) s, s = k2(εxyεyx−εxxεyy)+(εxy+εyx)ξη+εxxξ
2+εyyη

2.

Êîðíè ýòîãî ïîëèíîìà îáðàçóþò ïàðû, â êàæäîé ïàðå ïî äâà êîðíÿ
ðàçíûõ çíàêîâ.

Âûäåëèì ÷àñòíûå ñëó÷àè àíèçîòðîïèè, êîãäà ìîæíî ïîëó÷èòü
âûðàæåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íàèáîëåå ïðîñòîãî âèäà. Ïóñòü

a = r (ξ2 + η2 − k2), r 6= 0,

b =
s

r
=

1

r
[k2(εxyεyx − εxxεyy) + (εxy + εyx)ξη + εxxξ

2 + εyyη
2].

Òîãäà ab = q, à ðàâåíñòâî a + b = −p áóäåò âûïîëíåíî, åñëè

r +
1

r
(εxxεyy − εxyεyx) = εxx + εyy,

1

r
(εxy + εyx) = εxy + εyx,

r +
1

r
εxx = 1 + εxx, r +

1

r
εyy = 1 + εyy.

Ïðè r = 1 îñòàåòñÿ òîëüêî îäíî óðàâíåíèå (εxx − 1)(εyy − 1) =

εxyεyx. Òîãäà ïðè εxy = εyx = 0 èìååì ïåðâûé âàðèàíò îäíîîñåâîé
àíèçîòðîïèè: èëè εxx = α � ëþáîå ÷èñëî, εyy = 1, èëè εxx = 1,
εyy = β � ëþáîå ÷èñëî.

Ïðè εxx 6= 1, εyy 6= 1 àíèçîòðîïíàÿ ñðåäà ÿâëÿåòñÿ äâóîñíîé, òàê
êàê è εxy 6= 0, è εyx 6= 0. Ýòè âåëè÷èíû ìîãóò áûòü êàê âåùåñòâåííû-
ìè, òàê è ìíèìûìè ñ ðàçíûìè çíàêàìè. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìàòðèöà
ε̂ ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé, à ñðåäà íàçûâàåòñÿ ãèðîòðîïíîé [16], ñ. 529
(ñì. òàêæå [13], çàäà÷è 2.11, 2.12).
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Åñëè æå r 6= 1, òî εxx = εyy = r è òîãäà εxy = εyx = 0. Ýòî âòîðîé
âàðèàíò îäíîîñåâîé àíèçîòðîïèè.

Ïóñòü εxx = α, εyy = 1, εxy = εyx = 0. Ïîëèíîì λ4 + p λ2 + q

èìååò êîðíè ±iγ1, ±iγ2, ãäå

γ1 = γ1(ξ, η) =
√

k2 − ξ2 − η2, γ2 = γ2(ξ, η) =
√

αk2 − αξ2 − η2.

Óñëîâèìñÿ, ÷òî ó ýòèõ ÷èñåë èëè âåùåñòâåííûå ÷àñòè íåîòðèöàòåëü-
íûå, èëè ìíèìûå ÷àñòè ïîëîæèòåëüíûå.

Ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ±iγ1 ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå âåêòî-
ðû (0, ±ωµγ1, ξ2− k2, ξη) è ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ±iγ2 ñîîòâåò-
ñòâóþò âåêòîðû (k2 − ξ2, −ξη, 0, ±ωε γ2).

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.20) èìååò
âèä

Ex = c eiγ2z(k2 − ξ2) + d e−iγ2z(k2 − ξ2),

Ey = a eiγ1zωµ γ1 − b e−iγ1zωµγ1 − c eiγ2zξη − d e−iγ2zξη,

Hx = a eiγ1z(ξ2 − k2) + b e−iγ1z(ξ2 − k2),

Hy = a eiγ1zξη + b e−iγ1zξη + c eiγ2zωε γ2 − d e−iγ2zωε γ2,

çäåñü a = a(ξ, η), b = b(ξ, η), c = c(ξ, η), d = d(ξ, η) � íåêî-
òîðûå ôóíêöèè. Ó ðåøåíèé ïîëîæèòåëüíîé îðèåíòàöèè b(ξ, η) =

0, d(ξ, η) = 0, à ôóíêöèè a(ξ, η), c(ξ, η) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñëå-
äàì íà ïëîñêîñòè z = 0 ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî âåêòîðîâ
e(x, y), h(x, y), à òî÷íåå ïî îáðàçàì Ôóðüå èõ êîìïîíåíò ex(ξ, η),
ey(ξ, η), hx(ξ, η), hy(ξ, η):

c(ξ, η) (k2 − ξ2) = ex(ξ, η), a(ξ, η) ωµγ1 − c(ξ, η) ξη = ey(ξ, η),

a(ξ, η) (ξ2 − k2) = hx(ξ, η), a(ξ, η) ξη + c(ξ, η) ωε γ2 = hy(ξ, η).

Èñêëþ÷èì êîýôôèöèåíòû a, c è ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Ôóíêöèè ex(x, y), , ey(x, y), hx(x, y), hy(x, y) ÿâëÿþòñÿ ñëåäà-
ìè ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå ïðè exx = α, eyy = 1, εxy =

εyx = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ îáðàçû Ôóðüå óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèÿì

ωµ γ1 hx+ξη ex+(k2−ξ2) ey = 0, −ωε γ2 ex+ξη hx+(k2−ξ2) hy = 0.

×òîáû îáîñíîâàòü ïîëó÷åííûå âûøå ôîðìóëû, íóæíî óòî÷íèòü,
â êàêîì êëàññå ðàññìàòðèâàþòñÿ èñêîìûå ôóíêöèè. Â îáùåì ðå-
øåíèè óðàâíåíèé (2.20) êîýôôèöèåíòû a, b, c, d äîëæíû áûòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿìè óìåðåííîãî ðîñòà íà áåñêîíå÷íîñòè. Íî äëÿ íèõ êîð-
ðåêòíî îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ òîëüêî íà áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, à ôóíêöèè eγjz è γj íå ïðèíàäëåæàò ýòîìó
êëàññó. Ïîýòîìó íóæíî ñóçèòü êëàññ ðàñïðåäåëåíèé ìåäëåííîãî ðî-
ñòà òàê, ÷òîáû îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ñòàëà êîððåêòíîé. Ïîñòóïèì
òî÷íî òàê æå, êàê ðàíüøå â èçîòðîïíîì ñëó÷àå.

Ïëîñêîñòü ξ, η ðàçäåëÿåòñÿ íà ÷àñòè îêðóæíîñòüþ k2−ξ2−η2 = 0

è ýëëèïñîì α k2 − α ξ2 − η2 = 0. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå Ψ îñíîâíûõ
ôóíêöèé ñîäåðæàòñÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, íåïðåðûâíûå âìå-
ñòå ñ ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè â êàæäîé ÷àñòè ïëîñêîñòè, äîïóñêà-
þùèå ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà íà îêðóæíîñòè è ýëëèïñå è èìåþùèå
ìåäëåííûé ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî Φ = F [Ψ]

ñîñòîèò èç ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ îáðàçàìè Ôóðüå ôóíêöèé èç Ψ.
Òîãäà ïðîñòðàíñòâî îáðàçîâ Ôóðüå ôóíêöèé èç Φ ñîâïàäàåò ñ Ψ.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì z âñå êîìïîíåíòû èñêî-
ìîãî ïîëÿ äîëæíû áûòü ëèíåéíûìè íåïðåðûâíûìè ôóíêöèîíàëàìè
íà ïðîñòðàíñòâå Φ.

Â äàëüíåéøåì â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå íóæíî ðàññìàòðè-
âàòü îñíîâíûå ôóíêöèè, äîïóñêàþùèå ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà íà ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ñèòóàöèè îêðóæíîñòÿõ èëè ýëëèïñàõ.

53



Åñëè exx = 1, eyy = β, εxy = εyx = 0, òî ìîæíî íå ïîâòîðÿòü
ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ. Äîñòàòî÷íî ïåðåñòàâèòü x- è y-êîìïîíåí-
òû ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî âåêòîðîâ è âìåñòî α íàïèñàòü β. Â
ýòîì ñëó÷àå

γ1 = γ1(ξ, η) =
√

k2 − ξ2 − η2, γ2 = γ2(ξ, η) =
√

βk2 − ξ2 − βη2.

Ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ±iγ1 ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå âåêòîðû
(∓ωµγ1, 0, ξη, η2−k2) è ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì±iγ2 ñîîòâåòñòâóþò
ñîáñòâåííûå âåêòîðû (−ξη, k2− η2, ∓ωεγ2, 0). Òîãäà ïîëîæèòåëüíî
îðèåíòèðîâàííîå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
èìååò âèä

Ex = −a eiγ1zωµγ1 − c eiγ2zξη, Ey = c eiγ2z(k2 − η2),

Hx = a eiγ1zξη − c eiγ2zωε γ2, Hx = a eiγ1z(η2 − k2).

Ñëåäû ýòèõ êîìïîíåíò ïîëÿ ïðè z = 0

ex = −aωµγ1 − cξη, ey = c(k2 − η2),

hx = aξη − cωεγ2, hy = a(η2 − k2).

Ïîýòîìó èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå ïîëó÷åííîìó âûøå.
Ôóíêöèè ex(x, y), ey(x, y), hx(x, y), hy(x, y) ÿâëÿþòñÿ ñëåäà-

ìè ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå ïðè exx = 1, eyy = β, εxy =

εyx = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ îáðàçû Ôóðüå óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèÿì

−ωµγ1 hy+(k2−η2) ex+ξη ey = 0, ωε γ2 ey+(k2−η2) hx+ξη hy = 0.

54



Ðàññìîòðèì âòîðîé âàðèàíò îäíîîñåâîé àíèçîòðîïèè. Ïóñòü exx =

eyy = r 6= 1, εxy = εyx = 0. Òîãäà

γ1 = γ1(ξ, η) =
√

rk2 − rξ2 − rη2, γ2 = γ2(ξ, η) =
√

rk2 − ξ2 − η2

è ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ±iγ1 ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå âåêòî-
ðû (∓ξγ1, ∓ηγ1, ωεrη, −ωεrξ) è ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ±iγ2 ñîîò-
âåòñòâóþò ñîáñòâåííûå âåêòîðû (ωµη, −ωµξ, ±ξγ2, ±ηγ2). Ïîëîæè-
òåëüíî îðèåíòèðîâàííîå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (*) èìååò âèä

Ex = −a eiγ1zξγ1 + c eiγ2zωµη, Ey = −c eiγ2zηγ1 − c eiγ2zωµξ,

Hx = a eiγ1zωεrη + c eiγ2zξγ2, Hx = −a eiγ1zωεrξ + c eiγ2zηγ2.

Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïåðåîïðåäåëåííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è äàåò
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ôóíêöèè ex(x, y), ey(x, y), hx(x, y), hy(x, y) ÿâëÿþòñÿ ñëåäà-
ìè ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå ïðè exx = eyy = r 6= 1,
εxy = εyx = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ îáðàçû Ôóðüå óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèÿì

ωεr (ξex+ηey)+γ1 (ηhx−ξhy) = 0, γ2 (ηex−ξey)−ωµ (ξhx+ηhy) = 0.

* * *
Çàäà÷è äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íà ïðîâîäÿùèõ òîí-

êèõ ýêðàíàõ äîñòàòî÷íî õîðîøè èçó÷åíû â òåîðåòè÷åñêîì ïëàíå.
Îäíî èç íàèáîëåå ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé â ýòîé îáëàñòè
� ìîíîãðàôèÿ À.Ñ. Èëüèíñêîãî è Þ.Ã. Ñìèðíîâà [9]. Â ýòîé êíè-
ãå ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
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ðåøåíèé ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è óðàâíåíèÿ
Ãåëüìãîëüöà. Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äèôðàêöèè âîëí
íà ñèñòåìå ýêðàíîâ èçëîæåíà â ìîíîãðàôèè Þ.Ã. Ñìèðíîâà è À.À.
Öóïàêà [27].

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ê êîòîðûì
ïðèâîäÿòñÿ çàäà÷è äèôðàêöèè, øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ãàëåð-
êèíà. Â äâóìåðíûõ çàäà÷àõ è, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ îäíîìåðíûõ èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïîäõîäÿùèìè áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿ-
þòñÿ ïîëèíîìû ×åáûøåâà (ñ âåñîì) [11], ãë. IV, ïîñêîëüêó îíè ÿâëÿ-
þòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ãëàâíûõ ÷àñòåé èíòåãðàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ. Òåõíèêà ïðåîáðàçîâàíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÿäðîì
â âèäå ôóíêöèè Õàíêåëÿ ïîäðîáíî ïîêàçàíà â [20], �6. Â òðåõìåð-
íîì ñëó÷àå (äëÿ äâóìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé) èñïîëüçóþòñÿ
ñïåöèàëüíûå áàçèñíûå ôóíêöèè.

Ðàçäåë 2.1 íàïèñàí â ñîîòâåòñòâèè ñ �6 ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ [20]. Â
äàëüíåéøåì, äëÿ ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ ìåòîäà, êàê óæå áûëî óêàçà-
íî, áûëè èñïîëüçîâàíû àíàëîãè ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ îáîáùåííûõ
ôóíêöèé â äóõå êíèãè [6]. Â ðàçäåëå 2.4 èñïîëüçîâàíû íåêîòîðûå
ðåçóëüòàòû ðàáîò [19], [23] è [24], â êîòîðûõ èññëåäîâàíû ðàçëè÷-
íûå êëàññû ïåðåîïðåäåëåííûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Â ðàçäåëå 2.5 ïðîäîëæåíû èññëåäîâàíèÿ
ïåðåîïðåäåëåííûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â àíèçîòðîïíûõ
ñðåäàõ, íà÷àòûå â ðàáîòå [3].

56



3. ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÅ ÐÅØÅÍÈß
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÝËÅÊÒÐÎÄÈÍÀÌÈÊÈ
Â ÎÒÊÐÛÒÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå áûëî ïîêàçàíî, êàê ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëü-
íûì óðàâíåíèÿì òèïà ñâåðòêè íåêîòîðûå êîîðäèíàòíûå çàäà÷è äè-
ôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íà ïðîâîäÿùèõ òîíêèõ ýêðàíàõ.
Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåâðàòèòü â ÁÑËÀÓ, åñëè èñêàòü
èõ ðåøåíèÿ â âèäå ðàçëîæåíèé â ðÿäû ïî ïîäõîäÿùèì ñèñòåìàì
ôóíêöèé. Ìåòîä Ãàëåðêèíà, øèðîêî èñïîëüçóåìûé ïðè ïðèáëèæåí-
íîì ðåøåíèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé çàäà÷ äèôðàêöèè, äàåò ñèñòå-
ìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè
óñå÷åíèè òàêèõ ÁÑËÀÓ.

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì òåõíèêó ñâåäåíèÿ êîîðäèíàòíûõ çà-
äà÷ äèôðàêöèè íà ïðîâîäÿùèõ òîíêèõ ýêðàíàõ â îòêðûòîì ïðî-
ñòðàíñòâå íåïîñðåäñòâåííî ê ÁÑËÀÓ. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîåíà òåîðèÿ
îáîáùåííûõ ôóíêöèé íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé (è â äàëüíåéøåì íà ïëîñ-
êîñòè), êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé
ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ìíîæåñòâå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé áà-
çèñíûõ ôóíêöèé. Â êà÷åñòâå òàêèõ ôóíêöèé óäîáíî âçÿòü ôóíêöèè
Ýðìèòà, ïîñêîëüêó îíè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè èíòå-
ãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ñëåäîâàòåëüíî, êàê è â ñëó÷àå çà-
äà÷ äèôðàêöèè íà ïåðåãîðîäêàõ â âîëíîâîäàõ (ãëàâà 1), ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà èëè äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà
ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû êàê ñóììàòîðíûå óðàâíåíèÿ, ñîñòàâ-
ëÿþùèå èòîãîâóþ ÁÑËÀÓ.

3.1. Ïîëèíîìû Ýðìèòà è ôóíêöèè Ýðìèòà
Ïîëèíîìû Ýðìèòà ïðîùå âñåãî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H0(x) = 1, H1(x) = 2x, H2(x) = 4x2 − 2, H3(x) = 8x3 − 12x,
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Hm+1(x) = 2xHm(x)− 2mHm−1(x), m = 3, 4, . . .

Ìîæíî òàêæå ñäåëàòü ýòî ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

Hm(x) = (−1)mex2 dm

dxm
(e−x2

), m = 0, 1, . . .

Êàê èçâåñòíî, ïîëèíîìû Ýðìèòà ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îáûêíîâåí-
íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y′′ − 2x y′ + 2my = 0.

Èç ñâîéñòâ ïîëèíîìîâ Ýðìèòà âûäåëèì äâà: îíè îðòîãîíàëüíû ñ
âåñîì íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, òî åñòü
+∞∫

−∞
e−x2

Hk(x) Hm(x)dx = {k 6= m : 0; k = m : hm}, hm = 2mm!
√

π,

è èõ ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå H ′
m(x) =

2mHm−1(x).
Ôóíêöèè Ýðìèòà îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

hm(x) = e−x2/2Hm(x), m = 0, 1, . . .

Ýòè ôóíêöèè òàêæå èìåþò ðÿä çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ. Ïðåæäå âñå-
ãî, îíè îðòîãîíàëüíû:

+∞∫

−∞
hk(x) hm(x) dx = {k 6= m : 0 ; k = m : hm}.

Çäåñü è äàëüøå áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñîãëàøåíèÿ: hm ñî ñêîáêàìè
� ýòî ôóíêöèè Ýðìèòà, à hm áåç ñêîáîê � êâàäðàòû èõ íîðì.

Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé Ýðìèòà, êàê è ïîëèíîìîâ Ýðìèòà, âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì. Óñëîâèìñÿ, ÷òî hm(x) ≡ 0 ïðè
m < 0. Òîãäà ïðè ëþáîì m = 0, 1, 2, . . .

h′m(x) = mhm−1(x)− 1/2 hm+1(x),

x hm(x) = mhm−1(x) + 1/2 hm+1(x),
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äàëåå,

h′′m(x) = m(m− 1) hm−2(x)− (m + 1/2) hm(x) + 1/4 hm+2(x),

x2 hm(x) = m(m− 1) hm−2(x) + (m + 1/2) hm(x) + 1/4 hm+2(x), . . .

Îòñþäà, çàìåòèì, ëåãêî ïîëó÷èòü òàêæå èçâåñòíîå äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå h′′m(x) + (2m + 1− x2) hm(x) = 0.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, ïðè m = 0 è m = 1 èìååì

h′0(x) = −1/2 h1(x), xh0(x) = 1/2 h1(x),

h′1(x) = h0(x)− 1/2 h2(x), xh1(x) = h0(x) + 1/2 h2(x),

h′′0(x) = −1/2 h0(x) + 1/4 h2(x), h′′1(x) = −3/2 h1(x) + 1/4 h3(x),

x2h0(x) = 1/2 h0(x) + 1/4 h2(x), x2h1(x) = 3/2 h1(x) + 1/4 h3(x).

Íàêîíåö, ôóíêöèè Ýðìèòà ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè
èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå F :

1√
2π

+∞∫

−∞
hm(x) eixξ dx = im hm(ξ)

èëè êîðîòêî: (Fhm)(ξ) = im hm(ξ).
Åñëè ôóíêöèè Ýðìèòà ïðîíîðìèðîâàòü, òî íåêîòîðûå ôîðìóëû

ñòàíóò íå î÷åíü êðàñèâûìè. Ïîýòîìó îäíîâðåìåííî ñ ôóíêöèÿìè
hm(x) óäîáíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè h̃m(x) = hm(x)/hm (èõ òàêæå
áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèÿìè Ýðìèòà). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Ôóíêöèè
hm(x) è h̃m(x) îáðàçóþò áèîðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû ôóíêöèé
íà ÷èñëîâîé îñè.

Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ôóíêöèé h̃m(x) è óìíîæåíèè èõ íà ñòå-
ïåíè x ïîëó÷àþòñÿ òàêæå ïðîñòûå ôîðìóëû:

h̃′0(x) = −h̃1(x),

h̃′m(x) = 1/2 h̃m−1(x)− (m + 1) h̃m+1(x), m = 1, 2, . . .
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xh̃0(x) = h̃1(x),

x h̃m(x) = 1/2 h̃m−1(x) + (m + 1)h̃m+1(x), m = 1, 2, . . .

h̃′′0(x) = −1/2 h̃0(x) + 2 h̃2(x), h̃′′1(x) = −3/2 h̃1(x) + 6 h̃3(x),

h̃′′m(x) = 1/4 h̃m−2(x)− (m + 1/2) h̃m(x) + (m + 1)(m + 2) h̃m+2(x),

m = 2, 3, . . .

x2 h̃0(x) = 1/2 h̃0(x) + 2 h̃2(x), x2 h̃1(x) = 3/2 h̃1(x) + 6 h̃3(x),

x2 h̃m(x) = 1/4 h̃m−2(x) + (m + 1/2) h̃m(x) + (m + 1)(m + 2) h̃m+2(x),

m = 2, 3, . . .

è òàê äàëåå. Çäåñü òàêæå h̃m(x) ≡ 0 ïðè m < 0.

3.2. Îáîáùåííûå ôóíêöèè íà ÷èñëîâîé îñè
Â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé (î.ô.) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëè-

íåéíûå ôóíêöèîíàëû íà ìíîæåñòâå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ôóíêöèé
Ýðìèòà hm(·). Ëþáóþ òàêóþ î.ô. f [·] ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ íà-
áîðîì (ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ) åå çíà÷åíèé f0, f1, . . . íà ôóíêöèÿõ
h0(·), h1(·), . . .

Çäåñü, êàê è ðàíüøå, ìû èñïîëüçóåì óíèâåðñàëüíûé ôîðìàëüíûé
ïàðàìåòð ("äæîêåð") · � "òî÷êà". Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî àðãóìåíò
ôóíêöèé Ýðìèòà � âåùåñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ (ïèøåì (·)), à àðãó-
ìåíò îáîáùåííûõ ôóíêöèé � ôóíêöèÿ (ïèøåì [·]).

Ôóíêöèè Ýðìèòà ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè, áûñòðî óáûâàþùèìè íà
áåñêîíå÷íîñòè. Ìíîæåñòâî èõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé � ïîäïðîñòðàí-
ñòâî ïðîñòðàíñòâà áûñòðî óáûâàþùèõ ôóíêöèé. Ïîýòîìó ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî î.ô. ñîäåðæèò â ñåáå ïðîñòðàíñòâî óìåðåííûõ ðàñïðå-
äåëåíèé Øâàðöà.
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Èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f(·) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèî-
íàë

f [·] : hm(·) 7→ fm =
+∞∫

−∞
f(x) h̃m(x) dx, m = 0, 1, . . .

(çäåñü x � ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ "â ëîêàëüíîì áëîêå"). Åãî
çíà÷åíèÿ íà ôóíêöèÿõ Ýðìèòà � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè
f(·) ïî ôóíêöèÿì Ýðìèòà hm(·). Åñëè ðÿä Ôóðüå ñ êîýôôèöèåíòà-
ìè fm ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ðàâíà ôóíêöèè f(·) (ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ
àðãóìåíòà èëè ñ íåêîòîðûìè èñêëþ÷åíèÿìè), òî åñòü ôóíêöèÿ f(·)
ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå ïî ôóíêöèÿì Ýðìèòà, òî ñîîòâåòñòâóþùóþ
åé î.ô. áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíîé. Åñëè íóæíî óòî÷íèòü, ÷òî î.ô.
ïîëó÷åíà èç îáû÷íîé ôóíêöèè, íàïèøåì f [x].

Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî ôóíêöèÿì
Ýðìèòà, ìîæíî íàéòè â êíèãå [12], ñ. 100).

Â îáùåì ñëó÷àå çàïèñü

f(·) =
+∞∑

m=0
fm hm(·)

áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôîðìàëüíî, ýòî òîëüêî óêàçàíèå, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ôóíêöèîíàë ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ fm íà ôóíêöèÿõ hm(·).
Åñëè æå ðÿä ïî ôóíêöèÿì Ýðìèòà ñõîäèòñÿ, òî èìååì îáû÷íîå ðà-
âåíñòâî ôóíêöèé.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî î.ô. � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ î÷å-
âèäíûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî.

Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä î.ô. îïðåäåëèì ïî àíàëîãèè ñ îïåðàöèÿ-
ìè íàä ðàñïðåäåëåíèÿìè.

Óìíîæåíèå î.ô. íà îáû÷íóþ ôóíêöèþ (èìåííî íà ôóíêöèþ, à íå
íà ÷èñëà � çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè) îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a(·) f [·] : hm(·) 7→ f [a(·) hm(·)],
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åñëè a(·) hm(·) � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíêöèé Ýðìèòà. Ñëåäîâà-
òåëüíî, óìíîæàòü íà ïîëèíîìû ëåãêî è ïðîñòî.

Íàïðèìåð, òàê êàê xhm(x) = mhm−1(x)+1/2 hm+1(x) è x2 hm(x) =

m(m−1) hm−2(x)+(m+1/2) hm(x)+1/4 hm+2(x), òî (x f)m = mfm−1+
1/2 fm+1 è (x2 f)m = m(m− 1) fm−2 + (m + 1/2) fm + 1/4 fm+2 (âìåñòî
a(x) = x èëè a(x) = x2 ïèøåì x èëè x2).

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ïóñòü

a(x) hm(x) =
+∞∑

n=0
amnhn(x), m = 0, 1, . . . ,

amn =
+∞∫

−∞
a(x) hm(x) h̃n(x) dx, n = 0, 1, . . .

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ

a(·) f [·] : hm(·) 7→
+∞∑

n=0
amn fn

(åñëè òîëüêî âñå ýòè ðÿäû ñõîäÿòñÿ). ßñíî, ÷òî åñëè ñóììû ïîëó-
÷àþòñÿ êîíå÷íûìè, òî òàêîå îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ ïðåäûäóùèì
îïðåäåëåíèåì.

Óìíîæåíèå íà ôóíêöèþ "àññîöèàòèâíî è êîììóòàòèâíî" â òîì
ñìûñëå, ÷òî

(a(·)b(·)) f [·] = a(·)(b(·) f [·]) è b(·)a(·) f [·] = a(·)b(·) f [·].

Îïðåäåëèì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ î.ô. f [·] êàê î.ô. f ′[·] ñî çíà÷å-
íèÿìè

(f ′)m = −1/2 fm−1 + (m + 1) fm+1.

Ïî÷åìó òàê? À ïîòîìó, ÷òî äëÿ îáû÷íîé äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíê-
öèè

(f ′)m =
+∞∫

−∞
f ′(x) h̃m(x) dx = −

+∞∫

−∞
f(x) h̃′m(x) dx =
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= −
+∞∫

−∞
f(x) [1/2 h̃m−1(x)− (m + 1) h̃m+1(x)] dx =

= −1/2 fm−1 + (m + 1) fm+1.

Â ôîðìóëàõ ïðè m = 0 è m = 1 íóæíî ïîëîæèòü h̃m(x) ≡ 0 ïðè
m < 0.

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ î.ô. f [·] � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ñî çíà÷å-
íèÿìè

(f ′′)m = 1/4 fm−2 − (m + 1/2) fm + (m + 1)(m + 2) fm+2.

Ëåãêî âèäåòü òàêæå, ÷òî âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ î.ô. åñòü ïðîèçâîäíàÿ
îò ïåðâîé ïðîèçâîäíîé. Ëþáàÿ ñëåäóþùàÿ ïðîèçâîäíàÿ âû÷èñëÿåò-
ñÿ êàê ïðîèçâîäíàÿ îò ïðåäûäóùåé ïðîèçâîäíîé.

Îáðàç Ôóðüå F î.ô. � òàêæå ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, çíà÷åíèÿ
êîòîðîãî (Ff)m = imfm. Òàêîå îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ ïðèíÿòûì
â òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé:

Ff [·] : hm(·) 7→ f [F hm(·)] = im f [hm(·)].

Íàéäåì îáðàç Ôóðüå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé î.ô. :

(Ff ′)m = im(f ′)m = im [−1/2 fm−1 + (m + 1) fm+1] =

= −1/2 im fm−1 + (m + 1) im fm+1 =

= −1/2 i (Ff)m−1 − (m + 1) i (Ff)m+1 = (−iξ (Ff))m.

Àíàëîãè÷íî, îáðàç Ôóðüå âòîðîé ïðîèçâîäíîé î.ô. :

(Ff ′′)m = im (f ′′)m =

= im [1/4 fm−2 − (m + 1/2) fm + (m + 1)(m + 2) fm+2] =

= −1/4 im−2 fm−2 − (m + 1/2) im fm − (m + 1)(m + 2) im+2 fm+2 =
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= −1/4 (Ff)m−2 − (m + 1/2) (Ff)m − (m + 1)(m + 2) (Ff)m+2 =

= (−ξ2(Ff))m.

çäåñü â êà÷åñòâå ìíîæèòåëåé ïðè Ff ìû ñòàâèì ñòåïåíè ξ, ÷òîáû
ïîä÷åðêíóòü, ÷òî âòîðîé ñîìíîæèòåëü � èìåííî îáðàç Ôóðüå. Òàêîå
ñîãëàøåíèå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ. Íàïðèìåð, â êíèãå [5], ñ. 164, åñòü
äâå ôîðìóëû: ∂αF [f ] = F [(ix)αf ] (çäåñü ñòîèò x ïîòîìó, ÷òî â èí-
òåãðàëå Ôóðüå èíòåãðèðîâàíèå èäåò ïî x) è F [∂αf ] = (−iξ)αF [f ]

(çäåñü ñòîèò ξ ïîòîìó, ÷òî â èíòåãðàëå Ôóðüå ξ � ïàðàìåòð).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü î.ô. fj[·] ñõîäèòñÿ ê î.ô. f [·] ïðè j → +∞,

åñëè fj,m = (fj)m → fm ïðè j → +∞ ∀m = 0, 1, . . . Ïàðàìåòð, âû-
äåëÿþùèé î.ô. â ïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå, íå îáÿçàòåëüíî äîë-
æåí áûòü öåëî÷èñëåííûì. Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü î.ô. fz[·]
ñõîäèòñÿ ê î.ô. f0[·] ïðè z → 0, åñëè (fz)m → (f0)m ïðè z → 0 äëÿ
âñåõ m = 0, 1, . . .

ßñíî, ÷òî çíà÷åíèÿ î.ô. â îòäåëüíûõ òî÷êàõ ÷èñëîâîé îñè íå îïðå-
äåëåíû. Íî ïî îïðåäåëåíèþ î.ô. f [·] è g[·] ðàâíû, åñëè fm = gm ∀m.

Ïóñòü òåïåðü ÷èñëîâàÿ îñü x ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: M è N .
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f [·] = 0 íà M èëè íà N , åñëè

+∞∑

m=0
Imn fm = 0 n = 0, 1, . . . èëè

+∞∑

m=0
Jmn fm = 0 n = 0, 1, . . . ,

çäåñü

Imn =
∫

M
hm(x) h̃n(x) dx, Jmn =

∫

N
hm(x) h̃n(x) dx.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Jmn = δmn − Imn. Ïîýòîìó f [·] = 0 íà M èëè íà
N òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

fn =
+∞∑

m=0
Jmn fm, n = 0, 1, . . . èëè fn =

+∞∑

m=0
Imn fm, n = 0, 1, . . .
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Åñëè æå î.ô. f [·] ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé ôóíêöèåé g(·) íà M, òî

+∞∑

m=0
Imn fm =

∫

M
g(x) h̃n(x) dx, n = 0, 1, . . .

3.3. Àáñòðàêòíûå ôóíêöèè. Óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà
Ïóñòü z � ÷èñëî, ïðèíàäëåæàùåå íåêîòîðîìó ïðîìåæóòêó âåùå-

ñòâåííîé îñè. Îòîáðàæåíèÿ z 7→ î.ô. áóäåì íàçûâàòü àáñòðàêòíûìè
ôóíêöèÿìè (à.ô.). Òîãäà à.ô. u(z)[·] îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ ôóíêöèé um(z), èõ çíà÷åíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì z � ýòî
çíà÷åíèÿ î.ô. íà hm(·).

Ñâîéñòâà à.ô. ïî àðãóìåíòó z îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ñâîéñòâà ôóíê-
öèé um(z). Íàïðèìåð, åñëè âñå ôóíêöèè um(z) äèôôåðåíöèðóåìû,
òî è àáñòðàêòíóþ ôóíêöèþ u(z)[·] íàçîâåì äèôôåðåíöèðóåìîé ïî
z. Òîãäà u′(z)[·] � òîæå à.ô. ñî çíà÷åíèÿìè u′m(z) íà hm(·).

Êàê ðåøàòü äèô. óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ïðîèçâîäíûå
à.ô. ïî z? Åñëè u′(z)[·] = 0[·], ÷òî ðàâíîñèëüíî u′m(z) = 0, m =

0, 1, . . ., òî um(z) = cm èëè u(z)[·] = c[·], ãäå c[·] � ïðîèçâîëüíàÿ î.ô.
Åñëè çàäàíî ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ïîðÿäêà n, êîýôôè-

öèåíòû êîòîðîãî íå çàâèñÿò îò z (òî åñòü ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò
x, à óìíîæåíèå íà ôóíêöèè îò x âûïîëíÿåòñÿ ïî ïðàâèëó óìíîæå-
íèÿ î.ô. íà îáû÷íóþ ôóíêöèþ), òî ðàññóæäàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì
(èñïîëüçóåì ìåòîä Ýéëåðà). Ñòðîèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì
îò λ, íàõîäèì åãî êîðíè ... Åñëè λ(x) � ïðîñòîé êîðåíü õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà, òî eλ(x)z � ÷àñòíîå ðåøåíèå äèô. óðàâíåíèÿ,
åãî ìîæíî óìíîæèòü íà ïðîèçâîëüíóþ î.ô. (òî÷íåå, íà íåãî, êàê
íà îáû÷íóþ ôóíêöèþ îò x, óìíîæèòü ïðîèçâîëüíóþ î.ô.). Òîãäà â
îáùåì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ åñòü ñëàãàåìîå eλ(x)z c[·] ...

Íàïðèìåð, óðàâíåíèå u′(z)[·] − a(x) u(z)[·] = 0 èìååò ðåøåíèå
u(z)[·] = ea(x)zc[·].
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Áóäåì èñêàòü à.ô. u(z)[·], óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ Ãåëüì-
ãîëüöà

∂2u

∂x2 +
∂2u

∂z2 + k2 u(x, z) = 0.

Óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà â îáîáùåííîì ñìûñëå ïîíèìàåòñÿ êàê áåñ-
êîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

u′′m(z) + k2 um(z) + 1/4 um−2(z)− (m + 1/2) um(z)+

+(m + 1)(m + 2) um+2(z) = 0, m = 0, 1, . . .

Óìíîæèì ýòè óðàâíåíèÿ íà im, ÷òî ðàâíîñèëüíî ïðåîáðàçîâàíèþ
Ôóðüå ïî ïîïåðå÷íîé ïåðåìåííîé x. Ïåðåä um(z) ïîÿâèòñÿ ìíîæè-
òåëü im, à ïåðåä um−2(z) è um+2(z) ìíîæèòåëè −im . Äëÿ (Fu)m(z) =

im um(z) èìååì óðàâíåíèÿ (m = 0, 1, . . .)

(Fu)′′m(z) + k2 (Fu)m(z)− 1/4 (Fu)m−2(z)− (m + 1/2) (Fu)m(z)−
−(m + 1)(m + 2) (Fu)m+2(z) = 0.

×òî, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

(Fu)′′(z)[ξ] + (k2 − ξ2) (Fu)(z)[ξ] = 0,

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî

(Fu)(z)[ξ] = eiγ(ξ)z a[ξ] + e−iγ(ξ)z b[ξ].

Çäåñü ìû ïèøåì ξ âìåñòî "òî÷êè" äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîäñêàçàòü, ÷òî
ýòà ôîðìóëà çàïèñàíà äëÿ îáðàçîâ Ôóðüå î.ô., ïðè ïðåîáðàçîâàíèè
Ôóðüå ïåðåìåííàÿ x ïåðåøëà â ïåðåìåííóþ ξ.

Íà ÿçûêå ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ

a[ξ] =
+∞∑

m=0
am hm(ξ), b[ξ] =

+∞∑

m=0
bm hm(ξ)

è òîãäà

eiγ(ξ)z a[ξ] + e−iγ(ξ)z b[ξ] =
+∞∑

m=0
[am eiγ(ξ)z + bme−iγ(ξ)z] hm(ξ).
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Òàêæå ôîðìàëüíî (îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå çàïèñàíî êàê èí-
òåãðàë)

u(z)[x] =
1√
2π

+∞∫

−∞
(eiγ(ξ)z a[ξ] + e−iγ(ξ)z b[ξ]) e−iξx dξ.

Íî åñëè a[ξ], b[ξ] � ðåãóëÿðíûå î.ô., òî òî

u(x, z) =
+∞∑

m=0

1√
2π

+∞∫

−∞
(am eiγ(ξ)z + bm e−iγ(ξ)z) hm(ξ) e−iξx dξ.

Áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ïîëîæèòåëüíî
îðèåíòèðîâàííûìè ïðè b[·] = 0 è îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííû-
ìè ïðè a[·] = 0.

Óñëîâèìñÿ äëÿ îáðàçîâ Ôóðüå î.ô. íå ñòàâèòü ñèìâîë ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ôóðüå, áóäåì óêàçûâàòü â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ ïåðåìåííóþ: ïèøåì g[ξ] âìåñòî Fg[·]. Òîãäà äëÿ ïîëîæèòåëüíî
îðèåíòèðîâàííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

u0[ξ] = u(0)[ξ] = a[ξ], u1[ξ] = u′(0)[ξ] = iγ(ξ) a[ξ]

è óñëîâèå
u1[ξ]− iγ(ξ) u0[ξ] = 0

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òî î.ô. u0[·]
è u1[·] ÿâëÿþòñÿ ñëåäàìè íà ïðÿìîé z = 0 ïîëîæèòåëüíî îðèåíòè-
ðîâàííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (ïðè z > 0).

Àíàëîãè÷íî, óñëîâèå

u1[ξ] + iγ(ξ) u0[ξ] = 0

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òî î.ô. u0[·]
è u1[·] ÿâëÿþòñÿ ñëåäàìè íà ïðÿìîé z = 0 îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðî-
âàííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (ïðè z < 0).
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Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ïðè z >

0 è ïðè z < 0 áóäóò ðåãóëÿðíûìè î.ô. Â ðàìêàõ òåîðèè î.ô. âñåãäà
ñóùåñòâóþò èõ ñëåäû ("íóëåâîé" è "ïåðâûé") íà ïðÿìîé z = 0,
êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå ðåãóëÿðíûìè áûòü íå îáÿçàíû.

Êðîìå òîãî, ïðåäåë ïðè z → 0 îáðàçà Ôóðüå à.ô. è îáðàç Ôóðüå
åå ïðåäåëà ïðè z → 0 � îäíî è òî æå.

3.4. Äèôðàêöèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû
íà òîíêîé ïðîâîäÿùåé ëåíòå

Âåðíåìñÿ ê äâóìåðíîé çàäà÷å äèôðàêöèè ïàðàëëåëüíî ïîëÿðèçî-
âàííîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà òîíêîé ïðîâîäÿùåé áåñêîíå÷íîé
ëåíòå (ðàçäåë 2.1). Íàïîìíèì, ÷òî íóæíî íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Ãåëüìãîëüöà ïðè z > 0 è ïðè z < 0, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì íà
áåñêîíå÷íîñòè è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïðè z = 0.

Áóäåì èñêàòü îáîáùåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà
u1(z)[·] è u2(z)[·] ïðè z > 0 è z < 0 ñîîòâåòñòâåííî êàê àáñòðàêò-
íûå ôóíêöèè, òî åñòü îòîáðàæåíèÿ, ñòàâÿùèå êàæäîìó çíà÷åíèþ
ïåðåìåííîé z îáîáùåííóþ ôóíêöèþ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé
ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà íà ìíîæåñòâå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ôóíê-
öèé Ýðìèòà.

Ïóñòü u0(x, z) � ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ âîëíû îò âíåøíåãî èñ-
òî÷íèêà, åå íóëåâîé ñëåä u0

0(x) = u0(x, 0) íà îñè x � îáû÷íàÿ ôóíê-
öèÿ. Îáîçíà÷èì, êàê è ðàíüøå, ÷åðåç M ÷àñòü îñè x, ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ëåíòå, è ÷åðåç N � äîïîëíåíèå M äî âñåé îñè. Ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ è óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ â çàäà÷å äèôðàêöèè òàêèå:

u0
0[·] + u1

0[·] = 0, u0
0[·] + u2

0[·] = 0 íà M,

u1
0[·] = u2

0[·], u1
1[·] = u2

1[·] íà N .

Çàäà÷à äèôðàêöèè ñâîäèòñÿ ê îäíîñòîðîííåé ãðàíè÷íîé çàäà÷å

u1
0[·] = −u0

0(·) íà M; u1
1[·] = 0 íà N .
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Ýòî äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàêèìè æå ðàññóæäåíèÿìè, ÷òî è â ðàçäåëå
2.1. Äåéñòâèòåëüíî, u1

0[x] = u2
0[x] íà âñåé îñè. Ñëåäîâàòåëüíî, u1

0[ξ] =

u2
0[ξ], u1

1[ξ] = −u2
1[ξ] è u1

0[x] = −u2
0[x]. Íî òîãäà u1

0[x] = u2
0[x] = 0 íà

N .
Ñëåäîâàòåëüíî, íà ÿçûêå îáîáùåííûõ ôóíêöèé óñëîâèÿ ãðàíè÷-

íîé çàäà÷è èìåþò âèä
+∞∑

m=0
Imn u0m = −u0

0n, n = 0, 1, . . . , (3.1)

+∞∑

m=0
Jmnu1m = 0, n = 0, 1, . . . , (3.2)

çäåñü u0m è u1m � çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëîâ u1
0[·] è u1

1[·] íà áàçèñíûõ
ôóíêöèÿõ Ýðìèòà, ýòè æå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôó-
ðüå ñëåäîâ íà îñè x ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ïðè z > 0. Êàê
è â ðàçäåëå 3.1, èíòåãðàëû

Imn =
∫

M
hm(x)h̃n(x) dx, Jmn =

∫

N
hm(x)h̃n(x) dx = δmn − Imn.

Åñëè âîëíà îò óäàëåííîãî èñòî÷íèêà ïëîñêàÿ,

u0(x, z) = e−iκ sin θ0·x−iκ cos θ0·z,

òî èìååì

u0
0n =

∫

M
u0

0(x) h̃n(x) dx =
∫

M
e−iκ sin θ0·xh̃n(x) dx.

Äîáàâèì ê óðàâíåíèÿì (3.1) è (3.2) ñâÿçü ìåæäó ñëåäàìè èñêîìî-
ãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, çàïèñàííóþ â îáðàçàõ Ôóðüå:
u1

1[ξ]− iγ(ξ) u1
0[ξ] = 0, òî åñòü

(Fu1)m − i
+∞∑

n=0
γmn(Fu0)n = 0,
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γmn =
+∞∫

−∞
γ(ξ)hm(ξ)h̃n(ξ) dξ, γ(ξ) =

√
κ2 − ξ2.

Òàê êàê (Fu1)m = im u1m, (Fu0)n = in u0n, òî

u1n +
+∞∑

m=0
im−n−1γnmu0m = 0, n = 0, 1, . . . (3.3)

Èòàê, óñëîâèÿ çàäà÷è äèôðàêöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÁÑËÀÓ,
ñîñòîÿùóþ èç òðåõ ãðóïï óðàâíåíèé (3.1), (3.2), (3.3).

Åñëè æå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïåðåîïðåäåëåííîé çàäà÷è çàïè-
ñàòü â âèäå u1

0[ξ] +
i

γ(ξ)
u1

1[ξ] = 0, òî âìåñòî (3.3) áóäåì èìåòü

u0n +
+∞∑

m=0
im−n+1 γ′mn u1m = 0, γ′mn =

+∞∫

−∞

1

γ(ξ)
hm(ξ)h̃n(ξ) dξ. (3.4)

Êàê è â ñëó÷àå çàäà÷è äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà
ïåðåãîðîäêå â ïëîñêîì âîëíîâîäå, ìîæíî â èòîãîâîé ÁÑËÀÓ îñòà-
âèòü òîëüêî îäíó ãðóïïó íåèçâåñòíûõ: äëÿ ýòîãî íóæíî èç ðàâåíñòâà
(3.3) âûðàçèòü u1n ÷åðåç u0m è ïîäñòàâèòü ðåçóëüòàò â (3.2) èëè èç
ðàâåíñòâà (3.4) âûðàçèòü u0n ÷åðåç u1m è ïîäñòàâèòü â (3.1). Ïîëó-
÷èòñÿ ñëåäóþùåå:

+∞∑

m=0
(
+∞∑

n=0
im−n−1γmnJnk) u0m = 0,

+∞∑

m=0
Imk u0m = −u0

0k, k = 0, 1, . . .

èëè
+∞∑

m=0
(
+∞∑

n=0
im−n+1γ′mnInk) u1m = u0

0k,
+∞∑

m=0
Jmku1m = 0, k = 0, 1, . . .

Ôîðìàëüíûé âûâîä ÁÑËÀÓ çàäà÷è äèôðàêöèè íà ëåíòå ìîæíî
ïðîâåñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áóäåì èñêàòü íóëåâîé è ïåðâûé ñëå-
äû â âèäå

u1
0(x) =

+∞∑

m=0
u0m hm(x), u1

1(x) =
+∞∑

m=0
u1m hm(x).
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Óñëîâèÿ îäíîñòîðîííåé ãðàíè÷íîé çàäà÷è

u1
0(x) = −u0

0(x) íà M; u1
1(x) = 0 íà N ,

óìíîæèì íà h̃n(x) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ó÷àñòêó
îñè x. Ïîëó÷èì ôîðìóëû (3.1) è (3.2).

Â óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ïåðåîïðåäåëåííîé çàäà÷è ïîäñòàâèì îá-
ðàçû Ôóðüå ñëåäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (â ñóììàõ ïîÿâ-
ëÿþòñÿ ìíîæèòåëè im), óìíîæèì îáå ÷àñòè óñëîâèÿ òàêæå íà h̃n(x)

è ïðîèíòåãðèðóåì ïî âñåé îñè x. Òîãäà ïîëó÷èì ôîðìóëó (3.3) (èëè
(3.4)).

Îòìåòèì åùå îäèí èíòåðåñíûé ôàêò: ôîðìóëû (3.3) è (3.4) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê âçàèìíî îáðàòíóþ ïàðó ÁÑËÀÓ: åñëè

+∞∑

m=0
im−n+1γmnu0m = u1n, n = 0, 1, . . . ,

òî
+∞∑

m=0
im−n−1 γ′mn u1m = u0n, n = 0, 1, . . .

è íàîáîðîò.

3.5. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ 4-ãî ðîäà
Ñåé÷àñ ìû âåðíåìñÿ ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì çàäà÷è äèôðàê-

öèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà òîíêîé ïðîâîäÿùåé ëåíòå (ðàçäåë
2.1) è óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè ýòèõ óðàâíåíèé è ðàçëîæå-
íèÿìè ñëåäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â ðÿäû ïî ôóíêöèÿì
Ýðìèòà.

Â ñëó÷àå ïàðàëëåëüíîé ïîëÿðèçàöèè ïîëÿ çàäà÷à äèôðàêöèè íà
ëåíòå áûëà ñâåäåíà ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ 1-ãî ðîäà (2.4):

∫

M
u+

1 (x1) K1(x1, x) dx1 = −u0
0(x), x ∈M
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ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ â ÿäðå (2.5)

K1(x1, x) =
−i

2π

+∞∫

−∞

1

γ(ξ)
eix1ξ e−iξx dξ.

Ðàññóæäåíèÿ ìîãóò áûòü òàêèìè: ñíà÷àëà âûðàçèì íóëåâîé ñëåä ÷å-
ðåç ïåðâûé

u+
0 (x) =

1√
2π

+∞∫

−∞
u+

0 (ξ) e−iξx dξ =
1√
2π

+∞∫

−∞

( 1

iγ(ξ)
u+

1 (ξ)
)

e−iξx dξ =

=
1√
2π

+∞∫

−∞

−i

γ(ξ)

( 1√
2π

+∞∫

−∞
u+

1 (x1) eix1ξ dx1

)
e−iξx dξ =

=
+∞∫

−∞
u+

1 (x1) K1(x1, x) dx1,

à ïîòîì âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî u+
1 (x) = 0 íà N è u+

0 (x) = −u0
0(x)

íà M. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïåðâûé ñëåä u+
1 (x) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Ãåëüìãîëüöà ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíûì îáúåêòîì, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ýòîé ôóíêöèè èìååì óðàâíåíèå, ñîñòîÿùåå èç äâóõ ÷àñòåé: îäíà çà-
äàíà íà M, äðóãàÿ � íà N .

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

a(x) ϕ(x) +
+∞∫

−∞
ϕ(x1) K(x1, x) dx1 = f(x), x ∈ (−∞, +∞),

áóäåì íàçûâàòü èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì 4-ãî ðîäà, åñëè K(t, x) =

0 ïðè x, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó (−∞, +∞).
Ïóñòü, êàê â íàøåì ñëó÷àå, (−∞, +∞) = M∪N , K(t, x) = 0 è

a(x) 6= 0 ïðè x ∈ N . Òîãäà ôóíêöèÿ ϕ(x) ñðàçó íàõîäèòñÿ íà N è
óðàâíåíèå 4-ãî ðîäà ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå âèäà

a(x) ϕ(x) +
∫

M
ϕ(x1) K(x1, x) dx1 = g(x), x ∈M.
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Â åãî ïðàâóþ ÷àñòü ïåðåíîñèòñÿ óæå èçâåñòíûé èíòåãðàë ïî N îò
ôóíêöèè ϕ(x). Îáðàòíàÿ ïðîöåäóðà òàêæå âîçìîæíà: èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå íà M ëåãêî ðàñïðîñòðàíèòü íà N , åñëè äîîïðåäåëèòü
èñêîìóþ ôóíêöèþ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè íà N .

Òàêèì îáðàçîì, îò çàäà÷è äèôðàêöèè ìû ïåðåøëè ê èíòåãðàëü-
íîìó óðàâíåíèþ 4-ãî ðîäà

+∞∫

−∞
u1

1(x1) K1(x1, x) dx1 = −u0
0(x), x ∈M, u1

1(x) = 0, x ∈ N .

Áóäåì èñêàòü åãî ðåøåíèå â âèäå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ôóíêöèÿì
Ýðìèòà

u1(x1) =
+∞∑

m=0
u1m hm(x1).

Òîãäà
+∞∫

−∞
u1(x1) K(x1, x) dx1 =

=
+∞∑

m=0
u1m

−i

2π

+∞∫

−∞

1

γ(ξ)
e−iξx

( +∞∫

−∞
hm(x1) eiξx1 dx1

)
dξ =

=
+∞∑

m=0
u1m

−i

2π

+∞∫

−∞

1

γ(ξ)
e−iξx

√
2π im hm(ξ) dξ.

Ïðèìåì âî âíèìàíèå ðàçëîæåíèå

e−iξx =
√

2π
+∞∑

k=0
i−k h̃k(ξ) hk(x).

Ñëåäîâàòåëüíî,
+∞∫

−∞
u1(x1) K(x1, x) dx1 =

= −
+∞∑

m=0
u1m

+∞∑

k=0
im−k+1 hk(x)

+∞∫

−∞

1

γ(ξ)
hm(ξ) h̃k(ξ) dξ.

73



Îáîçíà÷èì, êàê è ðàíüøå,

γ′mk =
+∞∫

−∞

1

γ(ξ)
hm(ξ) h̃k(ξ) dξ.

Èòàê,
+∞∑

m=0
u1m

+∞∑

k=0
im−k+1 γ′mk hk(x) = u0

0(x), x ∈M.

Ïîñëå ïðîåêòèðîâàíèÿ íà h̃n(x) èìååì ÁÑËÀÓ
+∞∑

m=0
u1m

+∞∑

k=0
im−k+1 γ′mk Ikn = u0

0n, n = 0, 1, . . .

u1n −
+∞∑

m=0
u1m Imn, n = 0, 1, . . .

(3.5)

Çäåñü, òàêæå êàê è ðàíüøå,

Ikn =
∫

M
hk(x) h̃n(x) dx, u0

0n =
∫

M
u0

0(x) h̃n(x) dx.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè â ñëó÷àå ïåðïåíäè-
êóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

3.6. Óñå÷åíèå ÁÑËÀÓ
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè àë-

ãîðèòìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÁÑËÀÓ, ê êîòîðûì ïðèâîäèòñÿ çàäà÷à
äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà ëåíòå.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ óäîáíî èñïîëüçîâàòü
êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó òèïà Ãàóññà ([15], äîïîëíåíèå Â):

Imn =
1

hn

∫

M
e−x2

Hm(x) Hn(x) dx ≈ 1

hn

J∑

j=1
λj Hm(xj) Hn(xj),

u0
0n ≈

√
2

hn

J∑

j=1
λje

−iκ sin θ·(√2xj)Hn(
√

2xj),
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â ýòèõ ñóììàõ ó÷àñòâóþò òîëüêî ñëàãàåìûå, â êîòîðûõ xj ∈M, è

γmn =
1

hn

J∑

j=1
λj γ(xj) Hm(xj) Hn(xj).

Çäåñü xj � íóëè ïîëèíîìîâ Ýðìèòà è λj � ÷èñëà Êðèñòîôôåëÿ. Âàæ-
íî ñëåäèòü çà òåì, ÷òîáû íå âñå òî÷êè xj ïîïàëè â ìíîæåñòâî M �
èíòåãðàëû Imn è Jmn íå ðàâíû äðóã äðóãó.

Óñå÷åíèå ÁÑËÀÓ (3.1), (3.2), (3.3) â îáùåì ñëó÷àå ïðîâåäåì òàê.
Îñòàâèì M0 íåèçâåñòíûõ u0m, M1 íåèçâåñòíûõ u1m, à òàêæå N0

óðàâíåíèé â ïåðâîé ÷àñòè ÁÑËÀÓ, N1 óðàâíåíèé âî âòîðîé ÷àñòè
ÁÑËÀÓ è M1 óðàâíåíèé â òðåòüåé ÷àñòè ÁÑËÀÓ:

M0−1∑

m=0
Imn u0m = −u0

0n, n = 0 . . N0 − 1,

M1−1∑

m=0
Jmn u1m = 0, n = 0 . . N1 − 1,

u1n +
M0−1∑

m=0
im−n−1γmnu0m = 0, n = 0 . . M1 − 1.

Ýòó ÑËÀÓ ìîæíî êîìïàêòíî çàïèñàòü â âèäå
P∑

m=0
anm um = bn, n = 0 . . Q,

ãäå P = M0 + M1 − 1, Q = N0 + N1 + M1 − 1. Â ýòîé ÑËÀÓ â
êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ um ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëíûé íàáîð èñõîäíûõ
íåèçâåñòíûõ: u00, . . . , u0,M0−1, u10, . . . , u1,M1−1. Ýëåìåíòû ìàòðèöû
êîýôôèöèåíòîâ è âåêòîðà ïðàâûõ ÷àñòåé òàêèå:
ïðè n = 0 . . N0 − 1

m = 0 . . M0 − 1 : anm = Imn; m = 0 . . M1 − 1 : an,m+M0
= 0;

bn = −u0
0n;
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ïðè n = 0 . . N1 − 1

m = 0 . . M0−1 : an+N0,m = 0; m = 0 . . M1−1 : an+N0,m+M0
= Jnm;

bn+N0
= 0;

ïðè n = 0 . . M1 − 1

m = 0 . . M0 − 1 : an+N0+N1,m = im−n−1 γmn;

m = 0 . . M1 − 1 : an+N0+N1,m+M0
= 0, íî an+N0+N1,n+M0

= 1;

bn+N0+N1
= 0.

Òàê êàê ÷èñëî óðàâíåíèé ìîæåò áûòü áîëüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ
(íàïðèìåð, åñëè M0 = M1 = N0 = N1 = M), òî áóäåì èñêàòü ìè-
íèìóì íåâÿçêè ïî âñåì óðàâíåíèÿ ÑËÀÓ. Òîãäà ïîëó÷èì ÑËÀÓ ñ
êâàäðàòíîé ìàòðèöåé

P∑

m=0
(

Q∑

n=0
a∗nk anm) um =

Q∑

n=0
a∗nk bn, k = 0 . . P. (3.6)

Ìîæíî èñêëþ÷èòü íåèçâåñòíûå u1m è ñîêðàòèòü âäâîå ðàçìåð-
íîñòü èòîãîâîé ÑËÀÓ. Ïóñòü M0 = M1 = N0 = N1 = M . Òîãäà
èìååì

M−1∑

m=0
Imn u0m = −u0

0n, n = 0 . . M − 1, (3.7)

M−1∑

m=0
Jmku1m = 0, k = 0 . . M − 1.

Ïîäñòàâèì âî âòîðóþ ãðóïïó óðàâíåíèé

u1m =
M−1∑

n=0
in−m+1γnmu0n

è ïîëó÷èì
M−1∑

m=0
Jmk

(M−1∑

n=0
in−m+1γnmu0n

)
= 0, k = 0 . . M − 1
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èëè
M−1∑

m=0

(M−1∑

k=0
im−k+1 Jknγmk

)
u0m = 0, n = 0 . . M − 1. (3.8)

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè äâîéíóþ ÑËÀÓ (2.7), (3.8). Çàïèøåì åå â âèäå
M−1∑

m=0
anmu0m = bn, n = 0 . . 2M − 1.

Çäåñü ïðè n = 0 . . M − 1

m = 0 . .M − 1 : anm = Imn, an+M,m =
M−1∑

k=0
im−k+1 Jknγmk;

bn = −u0
0n, bn+M = 0.

Óñëîâèå ìèíèìóìà íåâÿçêè ïî âñåì óðàâíåíèÿì ÑËÀÓ äàåò íî-
âóþ ÑËÀÓ

M−1∑

m=0

(2M−1∑

n=0
a∗nkanm

)
um =

2M−1∑

n=0
a∗nkbn, k = 0 . .M − 1. (3.9)

Äðóãèå âàðèàíòû ÁÑËÀÓ ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

3.7. Äèôðàêöèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû
íà ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíå

Îáñóäèì êðàòêî, íàñêîëüêî óñëîæíÿåòñÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ çà-
äà÷è äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà ýêðàíå â òðåõìåðíîì
ñëó÷àå.

Ïóñòü íà ïðîâîäÿùèé òîíêèé ýêðàí M, ðàñïîëîæåííûé â ïëîñ-
êîñòè z = 0, íàáåãàåò ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà. Íóæíî íàéòè ïîëå,
âîçíèêàþùåå ïðè åå äèôðàêöèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N äîïîëíåíèå ýêðàíà äî âñåé ïëîñêîñòè z = 0.
Ïóñòü e0(x, y) � ñëåä íà ýòîé ïëîñêîñòè êàñàòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé
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ýëåêòðè÷åñêîãî âåêòîðà âîëíû îò âíåøíåãî èñòî÷íèêà. Â òðåõìåð-
íîì ñëó÷àå êàñàòåëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèò-
íîãî âåêòîðîâ � äâóìåðíûå âåêòîðû: e(x, y) = (ex(x, y), ey(x, y)),
h(x, y) = (hx(x, y), hy(x, y)).

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî çàïîëíåíî îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ñðåäîé è
âíåøíåå ïîëå çàäàíî è ïðè z > 0, è ïðè z < 0. Äëÿ êàñàòåëüíûõ
ñîñòàâëÿþùèõ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî âåêòîðîâ èìååì ïðè z =

0 ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

e0(x, y) + e+(x, y) = 0, e0(x, y) + e−(x, y) = 0 íà M,

è óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ

e+(x, y) = e−(x, y), h+(x, y) = h−(x, y) íà N .

Â ðàçäåëå 2.4 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèè e±(x, y), h±(x, y)

ÿâëÿþòñÿ ñëåäàìè îðèåíòèðîâàííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ìàêñâåë-
ëà â âåðõíåì è íèæíåì ïîëóïðîñòðàíñòâàõ ñîîòâåòñòâåííî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ îáðàçû Ôóðüå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

ωε0ε γ(ξ, η) e+(ξ, η)−P(ξ, η)h+(ξ, η) = 0, (3.10)

ωε0ε γ(ξ, η) e−(ξ, η) + P(ξ, η)h−(ξ, η) = 0, (3.11)

ãäå

P(ξ, η) =


 ξη k2 − ξ2

η2 − k2 −ξη


 , γ(ξ, η) =

√
k2 − ξ2 − η2.

Òî÷íî òàêèìè æå ðàññóæäåíèÿìè, êàê è â äâóìåðíîé çàäà÷å, äî-
êàçûâàåòñÿ, ÷òî òðåõìåðíàÿ çàäà÷à äèôðàêöèè âîëíû íà ïðîâîäÿ-
ùåì òîíêîì ýêðàíå M ñâîäèòñÿ ê îäíîñòîðîííåé çàäà÷å â ïîëóïðî-
ñòðàíñòâå z > 0 ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

e+(x, y) = −e0(x, y) íà M; h+(x, y) = 0 íà N . (3.12).
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Ñþäà íóæíî äîáàâèòü ñâÿçü (3.10) ìåæäó ñëåäàìè ïîëîæèòåëüíî
îðèåíòèðîâàííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (â îáðàçàõ Ôó-
ðüå).

Ðàñïðîñòðàíèì ìåòîä ñâåäåíèÿ çàäà÷è (3.10), (3.12) ê ÁÑËÀÓ ñ
ïîìîùüþ îáîáùåííûõ ôóíêöèè ñïåöèàëüíîãî êëàññà. Îáîáùåííûå
ôóíêöèè â äàííîì ñëó÷àå � ýòî ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà ëèíåé-
íûõ êîìáèíàöèÿõ äâóìåðíûõ ôóíêöèé Ýðìèòà hm(x) hn(y). Î.ô.
f [·, ·] îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ íàáîðîì ÷èñåë

fmn =
+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
f(ξ, η) hm(x) hn(y) dx dy.

Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè ââîäÿòñÿ ïî àíà-
ëîãèè ñ îäíîìåðíûì ñëó÷àåì. Òàêæå ïî àíàëîãèè ôîðìóëèðóåòñÿ
óñëîâèå òîãî, ÷òî î.ô. ðàâíà íóëþ íà íåêîòîðîì ìíîãîîáðàçèè. Ñëå-
äîâàòåëüíî, óñëîâèÿ (3.12) çàìåíÿþòñÿ íà

+∞∑

m,n=0
Ipqmn emn = −

+∞∑

m,n=0
Ipqmn e0

mn, p, q = 0, 1, . . . , (3.13)

+∞∑

m,n=0
Jpqmn hmn = 0, p, q = 0, 1, . . . , (3.14)

ãäå
Ipqmn =

∫ ∫

M
hp(x) hq(y) hm(x) hn(y) dx dy,

Jpqmn = δpm δqn hm hn − Ipqmn.

Ïðè óìíîæåíèå î.ô. f(ξ, η)[· , ·] íà ôóíêöèþ γ(ξ, η) (êàê è íà ëþ-
áóþ äðóãóþ ôóíêöèþ) îáðàçóåòñÿ î.ô., çíà÷åíèÿìè êîòîðîé íà áà-
çèñíîé ôóíêöèè hp(ξ) hq(η) ÿâëÿåòñÿ (åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ)

+∞∑

m,n=0

1

hmhn
γpqmn fmn,
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ãäå

γpqmn =
+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
γ(ξ, η) hp(ξ) hq(η) hm(ξ) hn(η) dξ dη.

Óìíîæàòü íà ïîëèíîìû (â òîì ÷èñëå íà ýëåìåíòû ìàòðèöû P (ξ, η))
åùå ïðîùå. Íàïðèìåð,

ξ η f(ξ, η)[· , ·] : hp(ξ) hq(η) 7→

p(fp−1,q−1 + 1/2 fp−1,q+1) + 1/2 (q fp+1,q−1 + 1/2 fp+1,q+1),

(κ2 − ξ2) f(ξ, η)[· , ·] : hp(ξ) hq(η) 7→
κ2 fpq − [p(p− 1) fp−2,q + (p + 1/2) fpq + 1/4 fp+2,q].

Ñëåäîâàòåëüíî, ê äâóì ãðóïïàì óðàâíåíèé èòîãîâîé ÁÑËÀÓ (3.13)
è (3.14) äîáàâëÿåòñÿ òðåòüÿ ãðóïïà

ωε0ε
+∞∑

m,n=0
im+n γpqmn emn−

+∞∑

m,n=0
im+n Ppqmn hmn = 0, p, q = 0, 1, . . . ,

(3.15)

ãäå ìàòðèöû

Ppqmn =
+∞∫

−∞

+∞∫

−∞
hp(ξ) hq(η) hm(ξ) hn(η) P (ξ, η) dξ dη.

Óðàâíåíèÿ (3.13)�(3.15) ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìàëüíî, åñëè ðàâåí-
ñòâà (3.12) è (3.10) óìíîæèòü íà hp(·)hq(·) è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî
âñåé ïëîñêîñòè.

* * *
Â ðàçäåëå 3.1 ñîáðàíû èçâåñòíûå ñâîéñòâà ïîëèíîìîâ è ôóíêöèé

Ýðìèòà (ñì. [11], �63; [1], 10.13]), êîòîðûå íóæíû ïðè ïîñòðîåíèè
òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé íà ïðÿìîé. Ñëåäóþùèå ðàçäåëû íàïè-
ñàíû â îñíîâíîì ïî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû [26].
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4. ÄÈÔÐÀÊÖÈß ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÎÉ ÂÎËÍÛ
ÍÀ ÒÎÍÊÎÌ ÏÐÎÂÎÄßÙÅÌ ÄÈÑÊÅ

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà åùå îäíîé êëþ÷åâîé çàäà÷å ýëåêòðî-
äèíàìèêè � çàäà÷å äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà êðóãëîì
äèñêå. Ïðåäëàãàåòñÿ ïðè ñâåäåíèè ýòîé çàäà÷è ê ÁÑËÀÓ ïåðåéòè ê
öèëèíäðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì è èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûå áàçèñ-
íûå ôóíêöèè, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå ôóíêöèé Ëàãåððà. Äëÿ îáîñ-
íîâàíèÿ òàêîãî ïåðåõîäà ïîñòðîåíà òåîðèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé íà
ïîëóîñè. Â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåé-
íûå ôóíêöèîíàëû íà ìíîæåñòâå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé áàçèñíûõ
ôóíêöèé. Ìåòîä ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
4-ãî ðîäà çàäà÷è äèôðàêöèè íà äèñêå îñíîâàí íà ðàçëîæåíèè èñêî-
ìîé ôóíêöèè â ðÿä.

4.1. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â öèëèíäðè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ

Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû
íà äèñêå óäîáíî ïåðåéòè ê öèëèíäðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì (r, α, z).
Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ýëåêòðè÷åñêîãî
è ìàãíèòíîãî âåêòîðîâ â ñêàëÿðíîé ôîðìå èìåþò âèä

1

r

∂Hz

∂α
− ∂Hα

∂z
= −iωε0εEr,

1

r

∂Ez

∂α
− ∂Eα

∂z
= iωµ0µHr,

∂Hr

∂z
− ∂Hz

∂r
= −iωε0εEα,

∂Er

∂z
− ∂Ez

∂r
= iωµ0µHα,

1

r

∂

∂r
(rHα)− 1

r

∂Hr

∂α
= −iωε0εEz,

1

r

∂

∂r
(rEα)− 1

r

∂Er

∂α
= iωµ0µHz.

Ïðè r = 0 ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé òåðÿåò ñìûñë.
Â îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ñðåäå âñå èñêîìûå âåëè÷èíû ÿâëÿþò-

ñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ïåðåìåííîé α, ïîýòîìó áóäåì èñ-
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êàòü èõ â âèäå ðàçëîæåíèé â ðÿäû Ôóðüå âèäà

A(r, α, z) =
+∞∑

n=−∞
An(r, z) einα

(ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âñå ðÿäû ñõîäÿòñÿ è èõ ñóììû ìîæíî äèôôåðåí-
öèðîâàòü). Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå èñêîìûõ ôóíêöèé ñ íîìåðîì n

äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå óðàâíåíèé
in

r
Hz,n − ∂Hα,n

∂z
= −iωε0εEr,n,

in

r
Ez,n − ∂Eα,n

∂z
= iωµ0µHr,n,

∂Hr,n

∂z
− ∂Hz,n

∂r
= −iωε0εEα,n,

∂Er,n

∂z
− ∂Ez,n

∂r
= iωµ0µHα,n,

∂Hα,n

∂r
+

1

r
Hα,n − in

r
Hr,n = −iωε0εEz,n,

∂Eα,n

∂r
+

1

r
Eα,n − in

r
Er,n = iωµ0µHz,n.

Ïóñòü ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû α (îñå-
ñèììåòðè÷íîå ïîëå). Â ýòîì ñëó÷àå îñòàþòñÿ òîëüêî óðàâíåíèÿ ïðè
n = 0:

−∂Hα,n

∂z
= −iωε0εEr,n, −∂Eα,n

∂z
= iωµ0µHr,n,

∂Hr,n

∂z
− ∂Hz,n

∂r
= −iωε0εEα,n,

∂Er,n

∂z
− ∂Ez,n

∂r
= iωµ0µHα,n,

∂Hα,n

∂r
+

1

r
Hα,n = −iωε0εEz,n,

∂Eα,n

∂r
+

1

r
Eα,n = iωµ0µHz,n.

Ëåãêî âûäåëèòü äâå ïîëÿðèçàöèè ïîëÿ � ïåðïåíäèêóëÿðíóþ è
ïàðàëëåëüíóþ (ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòå α). Â ïåðâîì ñëó÷àå

Er =
1

iωε0ε

∂u

∂z
, Ez =

−1

iωε0ε
(
∂u

∂r
+

1

r
u), Hα = u,

ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ u � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

∂2u

∂r2 +
1

r

∂u

∂r
+

∂2u

∂z2 + (k2 − 1

r2 ) u = 0. k2 = ω2µ0µε0ε.
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Âî âòîðîì ñëó÷àå

Eα = u, Hr =
−1

iωµ0µ

∂u

∂z
, Hz =

1

iωµ0µ
(
∂u

∂r
+

1

r
u).

Ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ìîæíî íàéòè ÷àñòíûå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà âèäà

u = Z1(ξ r) e±iγ(ξ) z, γ(ξ) =
√

k2 − ξ2,

ãäå Z1(·) � îäíà èç öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé 1-ãî ïîðÿäêà. Èç íèõ
òîëüêî ôóíêöèÿ Áåññåëÿ äàåò ðåøåíèÿ, îãðàíè÷åííûå ïðè r → 0.

Ïðè èññëåäîâàíèè óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â öèëèíäðè÷åñêèõ êî-
îðäèíàòàõ óäîáíî èñïîëüçîâàòü èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Õàí-
êåëÿ

(Hνf)(ρ) =
+∞∫

0

f(r) Jν(r ρ) r dr, (H−1
ν g)(r) =

+∞∫

0

g(ρ) Jν(ρr) ρ dρ.

Ñàìîå âàæíîå äëÿ íàñ åãî ñâîéñòâî (ôîðìóëà êîììóòàöèè):

Hν(
d2

dr2 +
1

r

d

dr
− ν2

r2 )f = −ρ2Hνf.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà
∂2u

∂r2 +
1

r

∂u

∂r
+

∂2u

∂z2 + (k2 − 1

r2 ) u = 0.

â ÷åòâåðòè ïëîñêîñòè r > 0, z > 0. Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå H1 ê
ýòîìó óðàâíåíèþ è ïîëó÷èì

∂2u

∂z2 + (k2 − ρ2) u = 0.

Ïóñòü γ(ρ) =
√

k2 − ρ2. Óñëîâèìñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè èëè
íåîòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, èëè ìíèìûå ÷èñëà ñ ïîëîæè-
òåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ. Òîãäà

u(ρ, z) = a(ρ) eiγ(ρ) z + b(ρ) e−iγ(ρ) z
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è
u(r, z) =

+∞∫

0

[a(ρ) eiγ(ρ) z + b(ρ) e−iγ(ρ) z] J1(ρr) ρ dρ.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå îïðåäåëÿåò âîëíû ïîëîæèòåëüíîé îðèåíòàöèè, à
âòîðîå � âîëíû îòðèöàòåëüíîé îðèåíòàöèè (ïî îòíîøåíèþ ê îñè z).

Âîëíû ïîëîæèòåëüíîé îðèåíòàöèè, íàïðèìåð, ïåðåíîñÿò ýíåðãèþ
òîëüêî â íàïðàâëåíèè îñè z èëè çàòóõàþò â ýòîì íàïðàâëåíèè. ×òî-
áû óáåäèòüñÿ â ýòîì, âû÷èñëèì ñðåäíåå çíà÷åíèå âåêòîðà Ïîéíòèíãà
Π = 1

2 Re [E, H∗] (∗ � çíàê êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ). Â ñëó÷àå ïà-
ðàëëåëüíîé ïîëÿðèçàöèè ïîëÿ

[E, H∗]z =
−1

iωµ0µ
u

∂u∗

∂z

è
[E, H∗]r =

−1

iωµ0µ
u (

∂u∗

∂r
+

1

r
u∗),

[E, H∗]α == 0.

Ïóñòü u = Z1(ρr) eiγ(ρ) z. Òîãäà

Πz =
1

2ωµ0µ
|Z1(ρr)|2 e−2 Im γ(ρ) z Re γ(ρ).

Ñëåäîâàòåëüíî, òîëüêî ïðè âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ γ(ρ) ýíåðãèÿ
ïåðåíîñèòñÿ â íàïðàâëåíèè îñè z. Äàëåå,

u (
∂u∗

∂r
+

1

r
u∗) = Z1(ρr) (

∂Z∗
1

∂r
(ρr) +

1

r
Z∗

1(ρr)) e−2 Im γ(ρ) z.

Òîãäà Πr = 0 ïðè Z1(·) = J1(·). Òàêèì îáðàçîì, ïðè u = J1(ρr) eiγ(ρ) z

èìååì ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû, ïåðåíîñÿùèå ýíåðãèþ ïðè âåùå-
ñòâåííûõ γ(ρ) òîëüêî â íàïðàâëåíèè îñè z. Åñëè u = J1(ρr) e−iγ(ρ) z,
òî ýíåðãèÿ ïåðåíîñèòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè.

Çàìåòèì, ÷òî J1(·) = 1
2 [H

(1)
1 (·) + H

(2)
1 (·)]. Ïîýòîìó âîëíó, â ïî-

òåíöèàëüíîé ôóíêöèè êîòîðîé ó÷àñòâóåò ôóíêöèÿ Áåññåëÿ, ìîæíî
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ðàññìàòðèâàòü êàê íàëîæåíèå äâóõ âîëí, ó êîòîðûõ r-êîìïîíåíòû
âåêòîðà Ïîéíòèíãà èìåþò ðàçíûå çíàêè. Òàê êàê äëÿ ôóíêöèè Õàí-
êåëÿ ïåðâîãî ðîäà

(J1(ρr) + iY1(ρr)) (J ′1(ρr)− i Y ′
1(ρr)) =

= J1(ρr) J ′1(ρr) + Y1(ρr) Y ′
1(ρr) + i (J ′1(ρr) Y1(ρr)− J1(ρr) Y ′

1(ρr)),

òî òîëüêî ìíèìàÿ ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ îïðåäåëÿåò ïîòîê ýíåðãèè
â íàïðàâëåíèè îñè r. Êàê èçâåñòíî, âðîíñêèàí

J ′1(ρr) Y1(ρr)− J1(ρr) Y ′
1(ρr) =

2

πρr
.

Ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû ñ ôóíêöèÿìè Õàíêåëÿ â ïîòåíöèàëü-
íûõ ôóíêöèÿõ ïîÿâëÿþòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà èìåþòñÿ èñòî÷íèêè ïîëÿ
íà îñè z.

Èòàê, â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîãî ðåøåíèÿ â îáëà-
ñòè z > 0 ïðè z → 0 + 0 èìååì

u0(r) = u(r, 0) =
+∞∫

0

a(ρ) J1(ρr) ρ dρ,

u1(r) =
∂u

∂z
(r, 0) =

+∞∫

0

a(ρ) iγ(ρ) J1(ρr) ρ dρ.

Ýòè ôóíêöèè áóäåì íàçûâàòü ñëåäàìè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüì-
ãîëüöà. Ñëåäîâàòåëüíî,

u1(ρ)− iγ(ρ) u0(ρ) = 0. (4.1)

Äàííîå ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ïåðåîïðåäåëåííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è, â êîòî-
ðîé ïðè z = 0 çàäàíû îäíîâðåìåííî äâà ñëåäà ïîëîæèòåëüíî îðè-
åíòèðîâàííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà.
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Àíàëîãè÷íî, äëÿ îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííîãî ðåøåíèÿ ïðè
z < 0 ñâÿçü ìåæäó ñëåäàìè ïðè z → 0− 0 èìååò âèä

u1(ρ) + iγ(ρ) u0(ρ) = 0. (4.2)

4.2. Ïîëèíîìû Ëàãåððà è ôóíêöèè Ëàãåððà
Ïîëèíîìû Ëàãåððà îáû÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

(ïðè λ > −1):

L
(λ)
0 (x) = 1, L

(λ)
1 (x) = −x + λ + 1,

L
(λ)
2 (x) = x2 − 2(λ + 2)x + (λ + 1)(λ + 2), . . .

èëè
L(λ)

n (x) = x−λex dn

dxn
(xλ+ne−x), n = 0, 1, . . .

Ïîëèíîìû Ëàãåððà ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îáûêíîâåííîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

xy′′ + (λ + 1− x) y′ + n y = 0

è èìåþò ðÿä çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ. Îäíî èç ñàìûõ âàæíûõ � îíè
îðòîãîíàëüíû íà ïîëóîñè ñ âåñîì
+∞∫

0

xλe−x L(λ)
m (x) L(λ)

n (x) dx = {m 6= n : 0; m = n : n!Γ(λ + n + 1).

Íàïîìíèì, ÷òî Γ(λ + n + 1) = (λ + n)! ïðè öåëîì λ. Êðîìå òîãî,
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

xλ/2e−x/2 L(λ)
n (x) = (−1)n

+∞∫

0

1

2
Jλ(
√

xy) yλ/2e−y/2 L(λ)
n (y) dy,

êîòîðîå ÷àñòî ðàññìàòðèâàþò êàê èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðî-
ìó óäîâëåòâîðÿþò ïîëèíîìû Ëàãåððà.
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Ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû óñòàíàâëèâàþò ñâÿçè ìåæäó ïîëèíîìà-
ìè Ëàãåððà ðàçíûõ ñòåïåíåé. Íàèáîëåå âàæíûìè äëÿ íàñ ÿâëÿþòñÿ
ñëåäóþùèå äâå:

L
(λ)
n+1(x) + (x− λ− 2n− 1) L(λ)

n (x) + n(λ + n) L
(λ)
n−1(x) = 0,

x L(λ)
n

′(x)− nL(λ)
n (x) + n(λ + n) L

(λ)
n−1(x) = 0

èëè

xL(λ)
n (x) = −n(λ + n) L

(λ)
n−1(x) + (λ + 2n + 1) L(λ)

n (x)− L
(λ)
n+1(x),

x L(λ)
n

′(x) = −n(λ + n) L
(λ)
n−1(x) + nL(λ)

n (x).

Ïåðâàÿ ôîðìóëà ïîçâîëÿåò íàõîäèòü çíà÷åíèÿ ïîëèíîìà ÷åðåç çíà-
÷åíèÿ ïîëèíîìîâ ìåíüøåé ñòåïåíè, ñ ïîìîùüþ âòîðîé ôîðìóëû âû-
÷èñëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå ïîëèíîìîâ Ëàãåððà.

Çàìåòèì, ÷òî â ñïðàâî÷íèêå [1], ï. 12.10, ïîëèíîìû Ëàãåððà îïðå-
äåëåíû íåìíîãî èíà÷å, òàì îíè îòëè÷àþòñÿ ìíîæèòåëåì n!. Ïîýòîìó
ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû â ýòîé êíèãå òàêæå íå òàêèå.

Ôóíêöèè Ëàãåððà

l(λ)
n (x) = xλ/2e−x/2 L(λ)

n (x)

óäîâëåòâîðÿþò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

xy′′ + y′ + (−x

4
+

λ + 1

2
+ n− λ2

4x
) y = 0.

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèé Ëàãåððà èìååò âèä

l(λ)
n (x) = (−1)n

+∞∫

0

1

2
Jλ(
√

xy) l(λ)
n (y) dy

èëè, ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ x = t2, y = τ 2,

l(λ)
n (t2) = (−1)n

+∞∫

0

Jλ(τt) l(λ)
n (τ 2) τ dτ.
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Îáîçíà÷èì

ϕn(x) = l(λ)
n (x2) = xλ e−x2/2 L(λ)

n (x2),

âåðõíèé èíäåêñ (λ) (λ � íàòóðàëüíîå ÷èñëî) â äàëüíåéøåì óêàçû-
âàòü íå áóäåì. Óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ íîâûõ ôóíêöèé èìååò
âèä

+∞∫

0

ϕm(x) ϕn(x) x dx = δmn ln, ln =
1

2
n!(n + λ)!

(δmn � ñèìâîë Êðîíåêåðà). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä
Ôóðüå ïî ôóíêöèÿì ϕn(x),

f(x) =
+∞∑

n=0
fn ϕn(x),

òî
fn =

1

ln

+∞∫

0

f(x) ϕn(x) x dx.

Óìíîæåíèå ôóíêöèé ϕn(x) íà ñòåïåíè x è äèôôåðåíöèðîâàíèå
ýòèõ ôóíêöèé íå âñåãäà äàåò èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè. Â äàëüíåé-
øåì áóäóò íóæíû äâå ôîðìóëû. Èç ïåðâîé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû
äëÿ ïîëèíîìîâ Ëàãåððà ñëåäóåò, ÷òî

x2ϕn(x) = −n(n + λ) ϕn−1(x) + (2n + 1 + λ) ϕn(x)− ϕn+1(x). (4.3)

Åùå îäíà ôîðìóëà ïîêàçûâàåò, êàê íà ôóíêöèè ϕn(x) äåéñòâóåò ëè-
íåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

L : ϕn(x) 7→ ϕ′′n(x) +
1

x
ϕ′n(x)− λ2

x2 ϕn(x). (4.4)

Òîæäåñòâî

(Lϕn)(x) = −n(n + λ) ϕn−1(x)− (2n + 1 + λ) ϕn(x)− ϕn+1(x) (4.5)

âûâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

ϕ′n(x) = 2x l′n(x
2), ϕ′′n(x) = 2 l′n(x

2) + 4x2 l′′n(x
2).
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Èç äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Ëàãåððà ñëåäóåò,
÷òî

4x2 l′′n(x
2) + 4 l′n(x

2) = (x2 − 2(λ + 1)− 4n +
λ2

x2 ) ln(x
2).

Òîãäà
(Lϕn)(x) = x2 ϕn(x)− 2(2n + 1 + λ) ϕn(x).

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà óæå áûëî âû÷èñëåíî âûøå (4.3).
Ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ôóíêöèé ϕn(x) ïîÿâëÿþòñÿ è â íåêîòîðûõ

äðóãèõ ñëó÷àÿõ. Íàïðèìåð,

xϕ′n(x) = −n(n + λ) ϕn−1(x)− ϕn(x) + ϕn+1(x)

èëè
xϕ′n(x) + ϕn(x) = −n(n + λ) ϕn−1(x) + ϕn+1(x).

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèé Ëàãåððà ìîæíî ïîíèìàòü
òàê: ôóíêöèè ϕn(x) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè èíòåãðàëü-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàíêåëÿ, òî åñòü

+∞∫

0

ϕn(y) Jλ(yx) y dy = (−1)nϕn(x), n = 0, 1, . . . (4.6)

Åñëè ïðèìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèå Õàíêåëÿ ê âûðàæåíèþ (Lϕn)(x),
òî ïîëó÷èì

(−1)n[n(n + λ) ϕn−1(x) + (2n + 1 + λ) ϕn(x) + ϕn+1(x)] =

= (−1)n (−x2) ϕn(x).

Èíûìè ñëîâàìè, ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà L ê ôóíêöèè ϕn(x) ðàâíî-
ñèëüíî óìíîæåíèþ åå îáðàçà Õàíêåëÿ íà −x2.

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîëèíîìû è ôóíêöèè Ëàãåððà
òîëüêî ïðè λ = 1.
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4.3. Îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à äèôðàêöèè íà äèñêå
Áóäåì èñêàòü ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, âîçíèêàþùåå ïðè ïàäåíèè

âîëíû îò âíåøíåãî èñòî÷íèêà íà òîíêèé ïðîâîäÿùèé äèñê, ðàçìå-
ùåííûé â ïëîñêîñòè z = 0. Îãðàíè÷èìñÿ îñåñèììåòðè÷íûì ñëó÷à-
åì. Ïóñòü â ïîëóïëîñêîñòè (r, z), r > 0 òîíêîìó ïðîâîäÿùåìó äèñêó
ñîîòâåòñòâóåò ó÷àñòîê M ïîëóîñè r, îñòàëüíóþ ÷àñòü ïîëóîñè îáî-
çíà÷èì ÷åðåç N .

z

rM N

Ðèñ. 4.1. Òîíêèé ïðîâîäÿùèé äèñê (â ïîëóïëîñêîñòè α = const)
Ïóñòü âîëíà îò âíåøíåãî èñòî÷íèêà ñ ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé

u0(r, z) çàäàíà ïðè z > 0 è ïðè z < 0. Â ñëó÷àå ïàðàëëåëüíîé ïîëÿ-
ðèçàöèè ïîëÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè z = 0

èìåþò âèä

u+
0 (r) = u−0 (r), u+

1 (r) = u−1 (r) íà N ,

u0
0(r) + u+

0 (r) = 0, u0
0(r) + u−0 (r) = 0 íà M.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à äèôðàêöèè ñâîäèòñÿ ê ãðàíè÷íîé çà-
äà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â âåðõíåé ïîëîâèíå ïîëóïëîñêîñòè
ñ óñëîâèÿìè

u+
0 (r) = −u0

0(r) íàM, u+
1 (r) = 0 íà N . (4.7)

Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèé ïðè z = 0 ñëåäóåò, ÷òî u+
0 (r) = u−0 (r)

ïðè âñåõ r > 0. Òîãäà ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàíêåëÿ u+
0 (ρ) = u−0 (ρ).
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Èç óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè (4.1), (4.2) ïåðåîïðåäåëåííûõ çàäà÷ ñëå-
äóåò, ÷òî u+

1 (ρ) = −u−1 (ρ) è u+
1 (r) = −u−1 (r). Ïîýòîìó íà N äîëæíî

áûòü u±1 (r) = 0.
Òåïåðü ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ ðàññóæäåíèé, êàê è â ðàíåå ðàññìîò-

ðåííûõ çàäà÷àõ, ìîæíî ñâåñòè çàäà÷ó äèôðàêöèè ê èíòåãðàëüíîìó
óðàâíåíèþ 1-ãî ðîäà íà M. Òàê êàê

u+
0 (r) =

+∞∫

0

u+
0 (ρ) J1(ρr) ρ dρ =

+∞∫

0

−i

γ(ρ)
u+

1 (ρ) J1(ρr) ρ dρ

è
u+

1 (ρ) =
+∞∫

0

u+
1 (r1) J1(r1ρ) r1 dr1 =

∫

M
u+

1 (r1) J1(r1ρ) r1 dr1,

òî ôóíêöèÿ u+
1 (x) íàM äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü èíòåãðàëüíîìó óðàâ-

íåíèþ ∫

M
u+

1 (r1) K(r1, r) dr1 = −u0
0(r), r ∈M, (4.8)

ãäå
K(r1, r) = r1

+∞∫

0

−i

γ(ρ)
J1(r1 ρ) J1(ρ r) ρ dρ. (4.9)

Ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè u1(r) = 0 íà N òàêîå óðàâíåíèå íà
ïîëóîñè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå 4-ãî ðîäà.

Ïåðåéäåì îò èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ çàäà÷è äèôðàêöèè ïàðàë-
ëåëüíî ïîëÿðèçîâàííîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà äèñêå ê áåñêî-
íå÷íîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

J1(rρ) =
+∞∑

k=0

(−1)k

lk
ϕk(r) ϕk(ρ). (4.10)

Ïîëó÷èòü ýòî î÷åíü ëåãêî. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ J1(rρ) â âèäå ðÿäà
ïî ôóíêöèÿì ϕm(ρ). Òîãäà êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä

an(r) =
1

ln

+∞∫

0

ϕn(ρ) J1(rρ) ρ dρ =
1

ln
(−1)n ϕn(r).
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Ñóùåñòâåííî, ÷òî â çàäà÷å äèôðàêöèè u1(r) = 0 íà N . Ïîýòîìó
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî
ïîëóîñè (0, +∞).

Áóäåì èñêàòü
u1(r) =

+∞∑

m=0
u1m ϕm(r).

Òîãäà
+∞∫

0

u1(r1) K(r1, r) r1 dr1 =

=
+∞∑

m=0
u1m

+∞∫

0

−i

γ(ρ)
J1(ρr)(

+∞∫

0

ϕm(r1) J1(r1ρ) r1 dr1) ρ dρ =

= −i
+∞∑

m=0
u1m

+∞∫

0

1

γ(ρ)
J1(ρr) (−1)m ϕm(ρ) ρ dρ.

Â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ ÿäðà èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
+∞∫

0

1

γ(ρ)
J1(ρr) ϕm(ρ) ρ dρ =

=
+∞∫

0

1

γ(ρ)
(
+∞∑

k=0

(−1)k

lk
ϕk(r) ϕk(ρ)) ϕm(ρ) ρ dρ =

+∞∑

k=0

(−1)k

lk
ϕk(r) γ′mk.

Ñïðîåêòèðóåì ðàâåíñòâî

i
+∞∑

m=0
u1m (−1)m

+∞∑

k=0

(−1)k

lk
ϕk(r) γ′mk = u0

0(r), r ∈M,

íà ôóíêöèè ϕn(r) è ïîëó÷èì

i
+∞∑

m=0
u1m (−1)m

+∞∑

k=0

(−1)k

lk
γ′mk Ikn = u0

n, n = 1, 2, . . .

Ñþäà íóæíî äîáàâèòü óðàâíåíèÿ
+∞∑

m=0
u1m Jmn = 0,
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êîòîðûå ñëåäóþò èç óñëîâèÿ u1(r) = 0 íà N .

Ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ óäîáíî èñêàòü ñ ïîìîùüþ
ôîðìóëû Ãàóññà

+∞∫

0

e−x f(x) dx ≈
n∑

j=1
λj f(xj),

çäåñü λj � ÷èñëà Êðèñòîôôåëÿ, xj � íóëè ïîëèíîìà Ln(x).
Åñëè èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ÷àñòè ïîëóîñè, òî â ñóììå îñòàþòñÿ

òîëüêî òå ñëàãàåìûå, â êîòîðûõ xj ïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó èíòå-
ãðèðîâàíèÿ. Íóæíî ïîçàáîòèòüñÿ î òîì, ÷òîáû óçëîâ êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëû õâàòèëî è íà ìíîæåñòâî M, è íà ìíîæåñòâî N .

Òàê êàê
β∫

α

ϕm(r) ϕn(r) r dr =
β∫

α

e−r2

Lm(r2) Ln(r
2) r3 dr =

=
1

2

β2∫

α2

e−x xLm(x) Ln(x) dx,

òî ïðè M = (α, β)

Inm ≈ 1

2

∑

j

λj f(xj), f(x) = xLm(x) Ln(x).

Àíàëîãè÷íî,

γnm =
+∞∫

0

γ(ρ) ϕm(ρ) ϕn(ρ) ρ dρ ≈ 1

2

n∑

j=1
λj f(xj),

f(x) = x
√

k2 − xLm(x) Ln(x).

Èíòåãðàëû
∫

M
u0

0(r) ϕn(r) r dr =
β∫

α

u0
0(r) e−r2/2 r Ln(r

2) r dr =
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=

β2/2∫

α2/2

u0
0(
√

2x) e−x
√

2xLn(2x) dx

âû÷èñëÿþòñÿ òàêæå ïî ôîðìóëå Ãàóññà (ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé
èíòåãðèðîâàíèÿ x = r2/2).

4.4. Áåñêîíå÷íûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì äðóãèå âàðèàíòû ÁÑËÀÓ, ê êîòîðûõ ïðèâîäèòñÿ çà-
äà÷à äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà òîíêîì ïðîâîäÿùåì
äèñêå.

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, çàäà÷à äèôðàêöèè ñâåëàñü ê òðåì óñëî-
âèÿì äëÿ ñëåäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (ôîðìóëû (4.7) è
(4.1)). Åùå ðàç âûïèøåì ýòè óñëîâèÿ:

u0(r) = −u0
0(r) íà M, (4.11)

u1(r) = 0 íà N , (4.12)

u1(ρ)− iγ(ρ) u0(ρ) = 0 (â îáðàçàõ Õàíêåëÿ). (4.13)

Áóäåì èñêàòü îäíîâðåìåííî íóëåâîé è ïåðâûé ñëåä â âèäå ðàçëî-
æåíèé â ðÿäû Ôóðüå ïî ôóíêöèÿì ϕm(·)

u0(r) =
+∞∑

m=0
u0m ϕm(r), u1(r) =

+∞∑

m=0
u1m ϕm(r).

Òîãäà

u0(ρ) =
+∞∑

m=0
u0m (−1)m ϕm(ρ), u1(ρ) =

+∞∑

k=0
u1k (−1)k ϕk(ρ).

Ñïðîåêòèðóåì ðàâåíñòâà (4.11)) è (4.12) íà ôóíêöèè ϕn(r), òî
åñòü óìíîæèì íà ϕn(r) r dr è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó
ó÷àñòêó ïîëóîñè (ïî M èëè ïî N ). Ïîëó÷èì

+∞∑

m=0
u0m Inm = −u0

n, n = 0, 1, . . . , (4.14)
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+∞∑

m=0
u1m Jnm = 0, n = 0, 1, . . . , (4.15)

çäåñü

Inm =
∫

M
ϕm(r) ϕn(r) r dr, u0

n =
∫

M
u0

0(r) ϕn(r) r dr,

Jnm =
∫

N
ϕm(r) ϕn(r) r dr = δnm ln − Inm.

Ñïðîåêòèðóåì ðàâåíñòâà (4.13) íà ϕn(ρ), òî åñòü óìíîæèì íà
ϕn(ρ) ρ dρ è ïðîèíòåãðèðóåì îò 0 äî +∞ (ýòî � ïåðâûé âàðèàíò
âîçìîæíûõ ðàññóæäåíèé). Ñíà÷àëà çàïèøåì ðàâåíñòâî

+∞∑

k=0
u1k (−1)k ϕk(ρ)− iγ(ρ)

+∞∑

m=0
u0m (−1)m ϕm(ρ) = 0,

è ïîòîì
ln u1n(−1)n − i

+∞∑

m=0
u0m (−1)m γnm = 0, (4.16)

ãäå

γnm =
+∞∫

0

γ(ρ) ϕm(ρ) ϕn(ρ) ρ dρ.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ÁÑËÀÓ (4.14)�(4.16) áóäåì èñêàòü ìåòî-
äîì óñå÷åíèÿ. Ïîñëå óñå÷åíèÿ èìååì ÑËÀÓ

M0−1∑

m=0
Inm u0m = −u0

n, n = 0 . . N0 − 1, (4.17)

M1−1∑

m=0
Jnm u1m = 0, n = 0 . . N1 − 1, (4.18)

ln u1n + i
M0−1∑

m=0
(−1)m−n+1 γnm u0m = 0, n = 0 . . M1 − 1. (4.19)

Ýòè òðè ãðóïïû óðàâíåíèé îáúåäèíèì â îäíó ñèñòåìó óðàâíåíèé
âèäà
P−1∑

m=0
anm um = bn, n = 0 . . Q−1, P = M0+M1, Q = N0+N1+M1.
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Òàê êàê óðàâíåíèé áîëüøå, ÷åì íåèçâåñòíûõ, çàïèøåì óñëîâèå ìè-
íèìóìà íåâÿçêè

P−1∑

m=0
(
Q−1∑

n=0
a∗nk anm) um =

Q−1∑

n=0
a∗nk bn, k = 0 . . P − 1,

(çäåñü ∗ � çíàê êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ).
Ìîæíî ñîêðàòèòü êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ. Âûðàçèì íåèçâåñòíûå

u1m èç ðàâåíñòâ (4.19) è ïîäñòàâèì â (4.18). Ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ
M0−1∑

m=0
(
M1−1∑

k=0

1

lk
(−1)m−k Jnk γkm) u0m = 0. (4.20)

Òîãäà óñëîâèå ìèíèìóìà íåâÿçêè ïî âñåì óðàâíåíèÿì íîâîé ÑËÀÓ
èìååò âèä

M0−1∑

m=0
anm u0m = bn, n = 0 . . N0 + N1 − 1,

(P = M0, Q = N0 + N1), ãäå

anm = Inm, bn = −u0
n ïðè n = 0 . . N0 − 1,

an+N0,m =
M1−1∑

k=0

1

lk
(−1)m−k Jnk γkm, bn+N0

= 0 ïðè n = 0 . . N1 − 1.

Âòîðîé âàðèàíò ÁÑËÀÓ çàäà÷è äèôðàêöèè ñòðîèòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Ïåðåïèøåì (4.13) òàê:

u0(ρ) +
i

γ(ρ)
u1(ρ) = 0

èëè
+∞∑

k=0
u0k (−1)k ϕk(ρ) +

i

γ(ρ)

+∞∑

m=0
u1m (−1)m ϕm(ρ) = 0,

è ïîñëå ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ϕn(ρ) ïîëó÷èì

ln u0n (−1)n + i
+∞∑

m=0
u1m (−1)mγ′nm = 0, n = 0, 1, . . .
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γ′nm =
+∞∫

0

1

γ(ρ)
ϕm(ρ) ϕn(ρ) ρ dρ.

Ïîñëå óñå÷åíèÿ èìååì

ln u0n + i
M1−1∑

m=0
(−1)m−n γ′nm u1m = 0, n = 0 . . M0 − 1. (4.21)

Èòàê, åñòü âûáîð: èëè ðåøàåì ÑËÀÓ, ñîñòîÿùóþ èç òðåõ ãðóïï
óðàâíåíèé (4.17)�(4.19) îòíîñèòåëüíî äâóõ ãðóïï íåèçâåñòíûõ (Q =

N0 + N1 + M0), èëè ðåøàåì ÑËÀÓ (4.17), (4.20) îòíîñèòåëüíî íåèç-
âåñòíûõ u0m, èëè ðåøàåì ÑËÀÓ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå èñêëþ-
÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ u0m � ýòî óðàâíåíèÿ (4.18) è òî, ÷òî ñëåäóåò èç
(4.21) è (4.17):

M1−1∑

m=0
(
M0−1∑

k=0

1

lk
(−1)m−k+1 Ink γ′km) u1m = i u0

n, n = 0 . . N0 − 1. (4.22)

Ïîêà íå ÿñíî, êàêîé èç âàðèàíòîâ ÁÑËÀÓ èìååò ïðåèìóùåñòâî
íà ïðàêòèêå.

4.5. Îáîáùåííûå ôóíêöèè íà ïîëóîñè
è àáñòðàêòíûå ôóíêöèè

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ èçëîæåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé, ïîñòðîèì òåî-
ðèþ ñïåöèàëüíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé � ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ
íà ìíîæåñòâå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ôóíêöèé ϕn(x). Êàê è â ñëó÷àå
ôóíêöèé Ýðìèòà, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç fn çíà÷åíèÿ î.ô. f [·] íà
ôóíêöèÿõ ϕn(·). Íàïîìíèì, ÷òî λ = 1.

Êðîìå ôóíêöèé ϕn(·) áóäåì èñïîëüçîâàòü áèîðòîãîíàëüíûå ñ íè-
ìè ôóíêöèè ϕ̃n(·) = ϕn(·)/ln,

+∞∫

0

ϕm(x) ϕ̃n(x) x dx = δmn.
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Òîãäà èíòåãðèðóåìîé íà ïîëóîñè ôóíêöèè f(·) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèå ôóíêöèîíàë

f [·] : ϕn(·) 7→ fn =
+∞∫

0

f(x) ϕ̃n(x) x dx, n = 0, 1, . . .

Îïðåäåëèì íåêîòîðûå ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä î.ô. Ïî ñòàíäàðò-
íîé ñõåìå ýòî âîçìîæíî òîãäà, êîãäà àíàëîãè÷íàÿ îïåðàöèÿ íàä îñ-
íîâíûìè ôóíêöèÿìè ϕn(·) äàåò èõ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Õàíêåëÿ çíà÷åíèÿ fn ïðå-
îáðàçóþòñÿ â (−1)nfn â ñèëó ôîðìóëû (4.6).

Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ î.ô. íà x2 òàêîå:

x2 f [·] : ϕn(·) 7→ −n(n + 1) fn−1 + 2(n + 1) fn − fn+1.

Íî ñàìàÿ âàæíàÿ îïåðàöèÿ � äåéñòâèå îïåðàòîðà L (4.4) íà îáîá-
ùåííûå ôóíêöèè:

L f [·] = f ′′[·] + 1

x
f ′[·]− 1

x2 f [·] 7→ −n(n + 1) fn−1− 2(n + 1) fn− fn+1.

Ïî÷åìó èìåííî òàê? Ïîòîìó, ÷òî èìååò ìåñòî ôîðìóëà
+∞∫

0

(L f)(x) ϕn(x) x dx =
+∞∫

0

f(x) (Lϕn)(x) x dx.

Îíà âûâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïóñòü

A =
+∞∫

−∞
[f ′′(x) +

1

x
f ′(x)− 1

x2 f(x)] ϕn(x) x dx.

Òàê êàê
+∞∫

0

f ′′(x) ϕn(x) x dx = −
+∞∫

0

f ′(x) (ϕn(x) x)′ dx =
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=
+∞∫

0

f(x) (ϕn(x) x)′′ dx,

+∞∫

0

f ′(x) ϕn(x) x dx = −
+∞∫

0

f(x) (ϕn(x) x)′ dx,

òî
A =

+∞∫

0

f(x) [(ϕn(x) x)′′ − ϕ′n(x)− ϕn(x)

x
] dx =

=
+∞∫

0

f(x) [ϕ′′n(x) +
1

x
ϕ′n(x)− 1

x2
ϕn(x)] x dx.

Âûðàæåíèå (Lϕn)(x) áûëî âû÷èñëåíî ðàíüøå, ôîðìóëà (4.5).
Äëÿ âûðàæåíèé x f [·] è f ′[·] õîðîøèõ ôîðìóë (êàê â ñëó÷àå ôóíê-

öèé Ýðìèòà) íåò, íî íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî

x f ′[·] + f [·] : ϕn(·) 7→ +n(n + 1) fn−1 − fn+1.

Äëÿ îáû÷íûõ ôóíêöèé
+∞∫

0

[xf ′(x) + f(x)] ϕn(x) x dx = −
+∞∫

0

f(x) [xϕ′n(x) + ϕn(x)] x dx.

Áóäåì íàçûâàòü àáñòðàêòíûìè ôóíêöèÿìè îòîáðàæåíèÿ z ∈
(0, +∞) → î.ô.

Åñëè èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà
∂2u

∂r2 +
1

r

∂u

∂r
− 1

r2 u +
∂2u

∂z2 + k2 u = 0

êàê à.ô., òî äëÿ åå çíà÷åíèé íà ôóíêöèè ϕn(·) èìååì

−n(n + 1) un−1(z)− 2(n + 1) un(z)− un+1(z) + u′′n(z) + k2 un(z) = 0.

Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Õàíêåëÿ è ïîëó÷èì (ôóíêöèè un(z) íóæ-
íî óìíîæèòü âñåãî ëèøü íà (−1)n)

n(n + 1) un−1(z)− 2(n + 1) un(z) + un+1(z) + u′′n(z) + k2 un(z) = 0.
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Ñðàâíèì ýòî âûðàæåíèå ñ î.ô. ξ2 f [·]. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ îáðàçà
Õàíêåëÿ ïî ïåðåìåííîé x → ξ, êîòîðûé îáîçíà÷èì v(ξ, z), èìååì,
êàê è îæèäàëîñü, óðàâíåíèå

∂2v

∂z2 + (k2 − ξ2) v = 0.

* * *
Çàäà÷àì äèôðàêöèè íà êðóãëîì äèñêå è íà êðóãëîì îòâåðñòèè â

àêóñòè÷åñêîì (ñêàëÿðíîì) è â ýëåêòðîìàãíèòíîì (âåêòîðíîì) ñëó-
÷àÿõ ïîñâÿùåí �3 ãëàâû IV ìîíîãðàôèè [28]. Â ðàçäåëå à) îáñóæäà-
åòñÿ èõ ñòðîãîå ðåøåíèå; â ðàçäåëå á) � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äëÿ
ñëó÷àÿ áîëüøèõ äëèí âîëí; â ðàçäåëå â) � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
äëÿ ìàëûõ äëèí âîëí.

Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è äèôðàêöèè íà äèñêå ïîëó÷åíî ìå-
òîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â âèäå ðÿäà ïî ñôåðîèäàëüíûì ôóíê-
öèÿì [10]. Ïðåäâàðèòåëüíî íóæíî ïåðåéòè â óðàâíåíèè Ãåëüìãîëüöà
ê âûðîæäåííûì ýëëèïòè÷åñêèì êîîðäèíàòàì. Òîãäà ïîëóïëîñêîñòü
ñ ðàçðåçîì ïðåîáðàçóåòñÿ â ïîëóïîëîñó. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòîò ðÿä
ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε = κa, κ � âîëíîâîå ÷èñëî,
a � ðàäèóñ äèñêà (κ = 2πλ, λ � äëèíà âîëíû). Êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ
ðÿäà, êîòîðûå íóæíî ó÷èòûâàòü, çàâèñèò îò ε. Íî âû÷èñëåíèå ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé ñôåðîèäàëüíûõ ôóíêöèé è êîýôôèöèåíòîâ ðàç-
ëîæåíèÿ èõ ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà � äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ çàäà÷à.

Ñâîéñòâà ïîëèíîìîâ Ëàãåððà è ôóíêöèé Ëàãåððà èçëîæåíû ïî
êíèãå [11], �61. Òåîðèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé íà ïîëóîñè ïóáëèêóåò-
ñÿ âïåðâûå.
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